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Prélogo

Fue en 1998, durante un viaje que llamamos la Expedicién Holanda, que por primera vez conoci la defensa costera de
Oosterscheldekering, en los Paises Bajos, cuya funcién es proteger grandes extensiones de terreno de inundaciones que
ocurren de tanto en vez en el Mar del Norte. En aquellos tiempos poco sabia de ingenieria costera y mis labores solo
se remitian a las de escribano de una expedicién constituida también por mis amigos Rolf Sieldfeld y Jimmy Furniss. En
ese lugar, los vientos arrastraban la arena sobre un cordén de dunas verdes, que se interrumpia a ratos por algin canal
para la navegacion de veleros. Eran los dltimos afios como estudiante de Ingenieria Civil y el panorama profesional como
futuro ingeniero calculista no me parecia auspicioso. Aquellas imagenes fueron tal vez el inicio de un camino exploratorio
hacia una disciplina compleja, que se desenvuelve en uno de los entornos mas dindmicos del orbe. Han pasado 20 afios
de esa epifania, miles de clases y ejercicios, decenas de proyectos, articulos, y muchas caras de estudiantes a ratos en-
tusiasmados, a veces escépticos. He aprendido a documentar el material para evitar que la dispersién que caracteriza mi
forma de pensar confunda a quienes atienden clases. He intentado dejar la pizarra y sentarme junto a ellos como guia mas
que maestro. Y en ese contante intento de formar ingenieros, he escrito este libro, que siendo el primero, probablemente
tenga a la vez la torpeza y el vigor de la juventud.

La formacién de ingenieros maritimos requiere cubrir temas como la meteorologia, la oceanografia, la hidraulica maritima,
la arquitectura naval, las estructuras, los materiales y el medio ambiente, entre muchos otros. Un libro en espaiol que
cubra todos estos temas puede tomar una vida de dedicacién, por lo que he optado por dividir el universo en partes
domables. Este libro se orienta a cubrir los aspectos fundamentales del modelado de procesos costeros, relacionando
elementos tedricos con aplicaciones asociadas a costas violentas como la del Océano Pacifico. A pesar de ser el modelado
de procesos costeros un tema relativamente arido, es apasionante. Comprender y predecir cémo se mueven o mezclan
los fluidos en el ambiente costero constituye un desafio intelectual. Ello pues a zona costera es esencialmente compleja,
pues en ella confluyen el aire, el agua y los sedimentos, generando procesos fisicos que ocurren en diferentes escalas de
tiempo y espacio.

Los objetivos primordiales del libro son los de presentar las ecuaciones que gobiernan los procesos fisicos, introducir
conceptos esenciales sobre su modelado numérico y proponer herramientas para la interpretacién de los resultados. El
texto estd en constante metamorfosis y en un inicio fue escrito en un lenguaje mas bien coloquial, como siguiendo una
conversacion en clases. Con el tiempo y la revisiéon de muchos, ha ido tomando un cariz mds formal. He intentado plasmar
aqui las ideas que suelen no aparecer en textos mas sofisticados, o que se asumen conocidas en los mas basicos. Donde
siento que mi explicacién es precaria, he procurado citar a otros autores cuyas referencias acompafian el material del
curso. Como requisito de entrada al texto, es recomendable que estés familiarizado con el calculo integral y diferencial,
con la programacién y con la mecénica de fluidos. Es deseable, pero no imprescindible, que hayas tenido exposicién a
algoritmos y métodos numéricos como Matlab, Octave o Scilab. Para acotar la extensién del texto, he evitado delibera-
damente profundizar en conceptos relacionados con la teoria lineal del oleaje y el modelado de procesos morfodindmicos,
que asumo ya debieras manejar (el primero) o tendras la oportunidad de hacerlo en el futuro (el segundo).

Es claro que mucho de lo expuesto en el libro quedard obsoleto en los afos venideros -sobretodo en lo referido a
técnicas de modelado numérico— pero probablemente los aspectos tedricos fundamentales sigan vigentes en la medida
que no asome una revolucién cientifica en la disciplina. Te pido por ello que me hagas llegar comentarios sobre errores,
anacronismos u omisiones que pude haber cometido a través de cualquier medio que tengas a mano. Espero que este
libro te guie por la fisica compleja que describe los procesos costeros y que sea un primer paso en un camino largo pero
estimulante. Finalmente, con este libro confio aportar a la ensefianza, aprendizaje y difusién de una disciplina fundamental
para paises riberefios como el nuestro.



Estructura del texto y textos de apoyo

La estructura del documento se describe a continuacion:

= En la parte | se introducen conceptos generales y recomendaciones de buenas practicas sobre el proceso de modelado.
Se presentan los modelos fisicos y numéricos cuyas aplicaciones cubren fenémenos hidrodindmicos y morfodinamicos,
procesos de mezcla y de interaccién fluido estructura. Se introducen las dimensiones espaciales y sistemas de
coordenadas utilizados en el modelado numérico ademds de conceptos utiles como la calibracién y validacién, el
andlisis de sensibilidad, la precisién y exactitud de los esquemas numéricos. Los conceptos de modelado fisico de
procesos costeros pueden ser complementados con la lectura del texto cldsico de Hughes (1993).

= En la parte Il se presenta un resumen de las ecuaciones fundamentales de la hidrodindmica y algunos principios
elementales sobre el flujo turbulento. Se presentan las ecuaciones de conservacién de la masa, momentum y energia
para flujos compresibles, incompresibles, rotacionales e irrotacionales, que sirven de base para la derivaciéon de
diversas ecuaciones utilizadas a lo largo del texto. Finalmente, se reproducen algunas herramientas matemadticas
que serviran de apoyo en dichas derivaciones. Esta parte, esencialmente tedrica, puede ser complementada con el
estudio de textos de mecanica de fluidos (Panton, 2005) o cldsicos de mecénica de ondas (Dean & Dalrymple,
1991).

= En la parte lll se introducen los procesos de mezcla y las ecuaciones fundamentales que describen la adveccién,
la difusidn, la reaccidn, la dispersién y combinaciones de estas que se dan en el medio. Se complementan estas
ecuaciones con aquellas que se aplican en un flujo turbulento y se presentan ejemplos de este tipo de estudios en el
marco de proyectos emplazados en ambientes acuaticos. Los aspectos tedricos de esta parte pueden complementarse
con el texto de Fischer et al. (1979) en tanto que los conceptos de modelado numérico de descargas pueden
complementarse con el texto de Wood & Wilkinson (1993).

= En la parte IV se introducen aspectos fundamentales de la resolucién de las ecuaciones mediante diferencias finitas.
Se utiliza la ecuacién de adveccién-difusién-reaccién como excusa para ejemplificar conceptos de modelado numérico
tales como discretizacidn, estabilidad y convergencia. Esta eleccidn se basa en que -si se considera a la difusividad
como propiedad del material y no del flujo- la ecuacién es lineal y por ende facilita la asimilacién de estos conceptos.
Asimismo, los procesos fisicos que gobiernan la mezcla son relativamente simples y pueden también ser utilizados
como analogia para explicar otros fenémenos como la difusién de momentum, que aparece en alguna de las versiones
simplificadas de las ecuaciones de Navier-Stokes. En este texto sélo presento esquemas de modelado en diferencias
finitas bajo el (nico argumento que son a los que mas he estado expuesto. El lector debe estar consciente de
que existen técnicas como los volimenes finitos, los elementos finitos, los problemas de contorno (boundary value
problems) o los métodos SPH (smooth particle hydrodynamics) que ofrecen alternativas a las diferencias finitas.
Esta parte puede complementarse con el texto introductorio de Moin (2010).

= En la parte V se presentan los modelos de propagacién de ondas, abarcando la clase de modelos que promedian y
resuelven la fase. Se pone énfasis en las ecuaciones no lineales de onda larga, que son Utiles para la caracterizacién
de ondas cuya longitud es mucho mayor que la profundidad de propagacién. Ejemplos de ésta en el ambito de la
ingenieria costera son la marea astrondmica, los tsunamis, la marea meteoroldgica asociada a huracanes y centros
de baja presidn, el oleaje en aguas someras y otras ondas planetarias de gran escala, como las ondas de Poincare,
Kelvin, Rossby y las ondas internas. Estas ecuaciones también se utilizan en inundaciones fluviales, rotura de presas,
flujos de escombros y lahares, flujos pirocldsticos, avalanchas y deslizamientos submarinos. Las ecuaciones de onda
larga contienen términos nolineales (y eventualmente dispersivos) asociados a una fisica mas compleja y que a
la vez dificultan su implementacién numérica. Los conceptos asociados a los modelos que promedian la fase se
pueden consultar en el texto de Holthuijsen (2010) y aquellos relacionados con los modelos que resuelven la fase
se encuentran en el texto de Svendsen (2006).

= En la parte VI concluyo con una aplicacidén especifica de las ecuaciones de onda larga a la zona de rompiente. Estas
ecuaciones permiten modelar como primera aproximacién, los campos de velocidad y de elevacién de la superficie
del mar para batimetrias irregulares, basdndose en las ecuaciones de onda larga. Bajo ciertas simplificaciones,
estas ecuaciones permiten encontrar expresiones analiticas para la corriente longitudinal y el wave setup, ambos
fendmenos a considerar en el disefo de obras costeras. Estos conceptos pueden complementarse con el texto de
Svendsen (2006).



Figura 1: El equipo de Ingenieria Civil Ocednica de la Universidad de Valparaiso, hacia 2016.
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Parte |
Introduccion al modelado de procesos costeros

1. La zona costera

La zona costera es una de las mas dindmicas en la tierra, donde la regla es el constante cambio. En ésta interactian
los elementos basicos -agua, aire y tierra- con escalas espaciales y temporales bien marcadas y propias de una zona de
transicién entre el océano y el continente. El mar y su contraparte terrestre, la costa, tienen una personalidad cambiante,
ciclica, irregular y nolineal; a veces predecible, otras caprichosa. Un sistema tan dindmico como éste es vulnerable a
las acciones que los habitantes efectuamos sobre él. Estas acciones tienen impacto, por ejemplo, cuando vemos un rio
estrangulado en su desembocadura por un desarrollo inmobiliario, o una presa cortando el flujo sedimentario (la sangre
que alimenta las playas) y generando erosién costera.

Para ilustrar la multiplicidad de actividades que efectuamos en el territorio costero, recurriré al ejemplo del Puerto
de San Antonio, ubicado en la zona central de Chile. La Figura 2 muestra una fotografia aérea tomada a principios del
siglo XXI que permite ver cédmo este entorno portuario se emplaza en un territorio natural cuyas caracteristicas son muy
variables en el espacio y el tiempo. Sélo en la zona portuaria existen diferentes actividades entre las que destacan i) la
transferencia de contenedores y carga general en la ddrsena exterior, ii) la actividad pesquera artesanal e industrial que se
desarrolla en la pequefia darsena ubicada mds cercana de la ciudad, iii) la transferencia de graneles liquidos y sélidos en
la zona mds expuesta del puerto, ubicada al norte de la bocana de acceso, iv) la actividad turistica en el paseo costero,
iv) la actividad logistica en las explanadas de respaldo del puerto y v) los servicios ecosistémicos que ofrece la Laguna de
Llolleo, como por ejemplo permitir alimentacién y descanso a aves migratorias..

Al sur del puerto se ubica la desembocadura del rio Maipo, cuyo caudal arrastra grandes cantidades de sedimentos,
contaminantes y nutrientes desde la cuenca alta, donde se ubica Santiago y otras localidades de la Regién Metropolitana.
Durante la construccién del molo sur, en las primeras décadas del siglo XX, la linea de costa avanzé del orden de 700
metros producto de la acumulacién de estos sedimentos, generando una terraza costera de baja cota donde se emplaza
hoy parte de Llolleo. El avance de la linea de costa -que seria catalogado hoy como un impacto ambiental significativo-
permitié el emplazamiento de dos campings -inicialmente irregulares y luego validados con alumbrado publico y servicios-,
uno de los cuales fue arrasado por el tsunami de 2010 (Contreras-Ldpez et al., 2013). Sobre estos campings se construiria
a la postre, una explanada del puerto. Hacia el sur de la desembocadura del rio Maipo se ubica la playa de Santo Domingo
y mas al sur el Humedal EI Yali, un sitio RAMSAR de valor ecolégico tnico.

Mediante el ejemplo de San Antonio intento mostrar i) cémo el territorio costero se modifica dramaticamente por
la intervencién humana y ii) que dicho territorio estd indisolublemente ligado a la cuenca hidrogréfica que lo alimenta. De
hecho, gran parte de los sistemas dunarios, playas y humedales se nutren de las arenas nacidas por la fragmentacién de
las rocas en la alta cordillera; arenas y nutrientes que llegan a la costa y son arrastradas por la fuerza del oleaje rompiente
y las corrientes marinas. Practicas donde se desconoce la relacién entre la cuenca y el territorio costero han causado, por
ejemplo, estragos en la costa espanola de Mediterraneo, donde la regulacién excesiva de los rios, la extraccion de dridos y
aguas de los acuiferos terminé por arrasar con cientos de kilémetros de playas. Hoy, las playas andaluzas son rigidizadas
con espigones de roca para evitar la fuga de la arena remanente, a costa, por cierto, de una pérdida de valor natural y
escénico. Los deltas de los rios Nilo, Ebro o Mississippi son otros ejemplos donde la erosién avanza sobre terrenos que
fueran otrora fértiles.

A la complejidad natural la zona costera deben sumarse los riesgos asociados a las variaciones del nivel del mar de-
bidas al cambio climatico, terremotos, tsunamis y otros fenémenos sobre los que tenemos menos control, de modo de
considerarlos al momento de pensar como intervenimos (si intervenimos) el medio. En una planificacién inteligente, los
rios, esteros y cuerpos de agua, ademds de las dunas y las playas, debieran permanecer inalterados de modo de permitir
su movilidad y adaptabilidad a los ciclos naturales. El uso de obras duras en la costa es, a mi juicio, sélo aceptable en
zonas portuarias, industriales o urbanas donde su inversién trae aparejado un beneficio social que lo justifique, e impactos
ambientales acotados. En este texto presento los elementos conceptuales y practicos que permiten comprender los proce-
sos que determinan el desarrollo de proyectos en el territorio costero y oceanico, de modo de satisfacer los requerimientos
de explotacién y aquellos de caracter ambiental.



Figura 2: Arriba: Fotografia aérea del Puerto de San Antonio, tomada a principios del siglo XXI. Al centro se muestran la
ddrsena exterior -que alberga terminales porta-contenedores, de graneles y de carga general- y la ddrsena interior donde se
ubica el puerto pesquero de Puertecito. Hacia el sur aparecen sucesivamente la localidad de Llolleo, la desembocadura del
rio Maipo, la localidad de Santo Domingo y el Humedal del Yali. Centro: Muelle pesquero en Puertecito y desembocadura
del rio Maipo. Abajo: Porta-contenedores atendido por grias Gantry en el molo sur.
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2. Modelos utilizados en procesos costeros

Un modelo es una representacién simplificada de un fendmeno que interesa estudiar, comprender o predecir. La
complejidad de los fenémenos naturales que ocurren en sistemas acudticos (donde hay interaccién del agua con el aire,
el sedimento y las obras) es tal que nos obliga a retener los procesos dominantes y descartar aquellos que tienen una
relevancia menor. En este sentido, la complejidad de un modelo depende de si su objetivo es cientifico o ingenieril, siendo
los primeros usualmente mas complejos que los segundos. En el dmbito de la ingenieria, los estudios se desarrollan con
plazos y recursos acotados que obligan al ingeniero a buscar una solucién aproximada a un problema. En la ciencia,
en contraste, los plazos suelen ser mas holgados y los modelos se utilizan para la comprensién cabal del fenémeno, sin
necesariamente buscar soluciones.

Para ilustrar las diferentes aproximaciones a la realidad mediante un modelo numérico, recurramos a un ejemplo de
la ingenieria estructural. La Figura 3 muestra tres modelos con diferentes grados de complejidad para representar una
estructura. El mas simple consiste en un modelo unidimensional donde cada piso se simula como una masa y todas las
columnas como un solo elemento con propiedades equivalentes. En ese modelo podemos conocer a grosso modo el des-
plazamiento de cada piso pero desconocemos el funcionamiento de las losas y columnas en forma individual. Un modelo
bidimensional, levemente mas complejo, considera el piso como un marco con varias columnas y una losa. En este modelo
podemos conocer un poco mas sobre la interaccién de losas y columnas, pero no es posible caracterizar efectos torsionales
en planta. Un modelo tridimensional permite conocer el comportamiento individual de los elementos y su interaccién
con el resto de la estructura, con costos computacionales bastante mayores pero con una riqueza bastante mayor de la
fisica subyacente. ldealmente, nos interesaria conocer el comportamiento de la estructura real, pero es practicamente
irrealizable porque en un proyecto real ella no se ha materializado o porque los modelos a escala 1:1 son muy costosos,
entre otras razones. Estas ideas son también aplicables a modelos hidrodindmicos y aquellos orientados a comprender los
procesos de mezcla.

Un modelo hidrodindmico tiene como objetivo describir las propiedades fisicas del agua en movimiento que surgen
como consecuencia de condiciones externas como las mareas, los vientos, las descargas de rios, el oleaje y los gradientes
densimétricos, entre otras forzantes. Entre las variables fisicas de interés estan la velocidad, la presién, la densidad, la
salinidad, la temperatura, la concentracién de alguna sustancia y el nivel de agua. Los modelos hidrodinamicos son una
herramienta fundamental para cuantificar el impacto ambiental de proyectos lacustres, fluviales y costeros. A su vez, en
la ingenieria portuaria y costera existen una amplia gama de variables, cada una con modelos de diferente complejidad.
La Figura 4 presenta una descripcidon de algunas variables atmosféricas, oceanogréficas y morfolégicas asociadas a un
proyecto de obras maritimas, muchas de las cuales requerirdn de modelos individuales o acoplados (aquellos que relacionan
el comportamiento de mds de una variable). A estas variables se suman otras de caracter técnico que exceden el alcance
de este texto. Entre ellas destacan i) la hidrologia y la hidrdulica fluvial que definen el régimen de las desembocaduras
que alimentan a las costas, ii) la arquitectura y el urbanismo que definen los criterios de emplazamiento en el territorio
costero, iii) la biologia marina, la oceanografia y la ecologia que permiten evaluar el impacto sobre el medio biético
asociado a las intervenciones humanas y iv) otras variables que rigen los marcos politico, econdmico, turistico, social,
legal y ambiental en los que se enmarcan los proyectos de ingenieria maritima. Para proyectos de descargas de efluentes
en el mar existen otras variables relevantes (e.g. salinidad y temperatura del agua, oxigeno disuelto y precipitacién, entre
otros), que son fundamentales para comprender los procesos de mezcla de los efluentes.

—
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Figura 3: Esquema de un proceso de modelado: A la izquierda un edificio real, seguido en orden de complejidad por un
modelo unidimensional, bidimensional, tridimensional y por una viga (rotada el 90°) flectada. La figura fue adaptada de
una propuesta por el Profesor Rafael Aranguiz y por SkyCiv Enterprise.
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Figura 4: Algunas variables tipicas de un proyecto de ingenieria maritima.

2.1. Modelos fisicos y modelos numéricos
En la ingenieria maritima existen dos tipos de modelos que son complementarios entre si:

= | os modelos fisicos son representaciones de un sistema real a escala y bajo condiciones controladas en un laborato-
rio. A diferencia de una maqueta arquitecténica donde sélo se reduce la escala, en los modelos fisicos se escalan en
forma simultdnea las dimensiones, la cinemética (desplazamientos, velocidad y aceleracién) y la dindmica (fuerzas)
del prototipo en tamano real a un modelo a escala usualmente menor, donde se ejecutan las observaciones. Un
excelente recurso para aprender sobre modelos fisicos es Hughes (1993).

= Los modelos numéricos representan los principios de conservacién de la masa, momentum y energia mediante
sistemas de ecuaciones diferenciales parciales, que permiten caracterizar la evolucién de las propiedades del flujo en
el espacio y el tiempo. Entre estas ecuaciones destacan las de continuidad, las de Navier-Stokes, la de la energia
y las ecuaciones de estado. Los modelos numéricos se pueden subdividir entre modelos deterministas donde los
datos de entrada y las ecuaciones son lo suficientemente exactos para conocer las propiedades del flujo con gran
precisidn, y los modelos estocasticos o probabilistas, donde se incorpora la incertidumbre en los datos de entrada
y/o en las ecuaciones de gobierno.

Cabe mencionar que los modelos fisicos y numéricos son complementarios. En términos simples, los primeros permiten
estudiar en detalle una cantidad relativamente reducida de casos y calibrar pardmetros que luego se utilizan en el modelado
numérico. Los modelos numéricos permiten estudiar gran cantidad de casos e incorporar facilmente las condiciones con
y sin proyecto con relativa simpleza. Los plazos y costos necesarios para implementar un modelo fisico son comparativa-
mente altos en relacién a los numéricos, y estd en el disefiador lograr el balance éptimo al definir el uso de ambos. Cabe
mencionar que en los proyectos, usualmente entre un 5% y 10 % del costo total de la obra corresponde a los estudios
de ingenieria y el resto para construccién. por ende, para proyectos relativamente pequefios y simples, el modelo fisico
puede omitirse.

En la hidraulica existen también modelos analdgicos que permiten inferir el comportamiento de un fendmeno a partir de
otro diferente, pero que se representa mediante ecuaciones con estructura equivalente. Un ejemplo es la analogia entre un
circuito eléctrico y un sistema de tuberias, o la analogia del random walk utilizada para explicar la difusién de un agente
en un medio (Figura 5). Estos modelos se utilizan con fines pedagdgicos y estdn actualmente en desuso para cuantificar
fenémenos debido al aumento de la capacidad computacional, que permite privilegiar el uso de modelos numéricos.

12



E

SilE

t t+ At t+ 2At

it

il

Figura 5: Experimento ilustrando el proceso de difusion de la masa de un conjunto de personas en McGraw Tower, un
campanario ubicado en Cornell University, Estados Unidos. Como parte del equipo organizador de la actividad, desarrollada
con nifnas de high school para un campamento de verano en 2013, recomiendo ampliamente la experiencia como parte
del proceso formativo de futuros estudiantes de ciencias e ingenieria.

2.2. Modelos en la ingenieria maritima

Los modelos se utilizan para estudiar una amplia gama de problemas de manejo portuario y medioambientales, entre
los que se destacan los siguientes:

= Modelos de generacién de oleaje en el océano abierto

= Modelos de propagacién de oleaje en zonas costeras

= Modelos de agitacidén de oleaje en dérsenas y bahias

= Modelos de resonancia en darsenas y bahias

= Modelos de hidrodindmicos forzados por mareas, vientos u otros forzantes
= Modelos de maniobra de buques en zonas de aproximacion al puerto

= Modelos de buque atracado

= Modelos de evolucién de playas (en planta, perfil o tridimensionales)

= Modelos de estabilidad y esfuerzos en diques

= Modelos de tsunami generados por sismos y remociones en masa (/andslide)
= Modelos de procesos de mezcla de contaminantes

= Modelos de interaccién oleaje-estructura

= Modelos CFD (Computational Fluid Dynamics)

= Modelos estructurales

Los modelos dependen mucho del ambito disciplinario en que se utilicen. La Figura 6 muestra una divisidén de diferentes
subdisciplinas de la mecanica de fluidos, dentro de la cual aparece la mecénica de fluidos ambiental y la mecénica de fluidos
geofisica, donde se aplican algunos de los contenidos de este libro. La mecénica de medios continuos, no contemplada en
la figura, es una rama de la mecanica utilizada por algunos autores que propone un modelo unificado para la mecénica
de sélidos y fluidos.

2.3. Dimensiones espaciales en un modelo numérico

En la naturaleza, los procesos hidrodindmicos y de mezcla ocurren en el espacio tridimensional. Por ejemplo, la Figura
7 muestra el campo de velocidades en secciones transversales a lo largo de un rio, obtenido mediante un ADCP (Acoustic
Doppler Current Profiler), obtenida de Venditti et al. (2014). Se observa que la velocidad horizontal en el sentido del flujo
es superior a la vertical y que existen marcados gradientes tanto en la seccién como a lo largo del rio. También se observa
que en el perimetro mojado del rio la velocidad es nula producto de las condiciones de contorno de no deslizamiento
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Figura 6: Ambitos disciplinarios de la mecadnica de fluidos.

e impermeabilidad y que la velocidad tiende a aumentar hacia la superficie y el centro de la seccién. Estas mediciones
evidencian que los flujos en la realidad son muy complejos y dificiles de modelar.

Dependiendo de las caracteristicas del flujo y los objetivos del estudio, pueden efectuarse simplificaciones con miras a
reducir el costo computacional y la complejidad del anélisis. Ello, naturalmente, se hace a costa de sacrificar parte de
la fisica cuya importancia es menor para efectos del estudio. Asi, los flujos pueden ser estudiados en grados crecientes
de detalle y precisién por medio de modelos en una sola dimensién (1D), de dos dimensiones en la vertical (2DV), de
dos dimensiones en la horizontal (2DH) y tres dimensiones (3D). Los modelos 2D y 3D requieren de condiciones de
borde e iniciales complejas, para las cuales existen soluciones analiticas sélo en casos muy simples. El incremento de
las dimensiones asimismo rescata de mejor manera la fisica a costa de un incremento en el costo computacional. Cabe
notar que en el dmbito del modelado de procesos costeros, el término unidimensional representa una dimensién espacial.
Analogamente, los términos bidimensional y tridimensional consideran dos y tres dimensiones espaciales, respectivamente.
En estricto rigor, no obstante, estos modelos consideran también el tiempo como una dimensién adicional.

Para ilustrar las diferencias entre modelos, veamos el ejemplo de un rio en la Figura 8, donde el espacio continuo donde
ocurren los procesos fisicos se discretiza en elementos discretos donde se resuelven las ecuaciones. Dicha discretizacién es
necesaria puesto que en la naturaleza, los procesos obedecen a modelos matematicos (i.e. ecuaciones de gobierno, rela-
ciones constitutivas y condiciones iniciales y de borde) que, salvo excepciones, tienen solucién analitica. La discretizacién
facilita la solucién mediante computadores que, en esencia, obedecen a lenguajes discretos.

2.3.1. Modelos unidimensionales

Los modelos 1D, o unidimensionales, se basan en el supuesto de que el flujo a lo largo del eje del cuerpo de agua
esencialmente alargado (como un rio, un estuario o un fiordo) prevalece sobre las dimensiones lateral y vertical. La
batimetria se introduce para secciones transversales en las cuales se calculan la profundidad media en la seccién H (z,t)
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Figura 7: Registros de velocidad horizontal y vertical en la seccién de un rio (Venditti et al., 2014).

y un dnico valor de velocidad promedio en la seccién transversal (u) (x,t). Estos valores se definen como

~ Y2

1
H(:L',t) = E H(:C,y,t) dyv (1)
Y1

donde B (z) = y2 — y1 es el ancho de la seccién con coordenada longitudinal z, siendo ys (2) e y1 (x) los extremos
izquierdo y derecho de la seccién mirando la seccién hacia aguas abajo y

H (z,y,t) = /7; dz (2)

es la profundidad total del cuerpo de agua, con z = 1 (z,y,t) es la superficie libre y z = —h (z,y) la posicién del fondo.
La definicidén de estas variables se incluye en la Figura 9. La velocidad promedio en la seccién transversal con coordenada
longitudinal x se define como

—h

(u) (x,t) = /11/:2 /71 u(z,y, z,t) dzdy, (3)

donde A (z) es la seccidn transversal. Esta aproximacién no permite visualizar las variaciones transversal (en y) y vertical
(en z) en la velocidad, pues han sido integradas en el espacio. La aproximacién se basa en que el flujo es perpendicular
a la seccién transversal, lo que no es vélido en rios donde hay recirculacién.

En la practica de ingenieria hidrdulica, los modelos 1D son aplicables en rios de seccién angosta donde interesa conocer
el nivel de agua H (z,t) y la velocidad media del escurrimiento (u) (x,t). Para calcular estas variables se puede usar i)
una combinacién de las ecuaciones de conservacién de la masa y energia (Bernoulli) para valores medios en la seccién
transversal, o en su defecto ii) las ecuaciones de Saint-Venant (ecuaciones 275), que corresponden a los principios de
conservacion de masa y momentum integradas en la seccidn transversal.

Otra aplicacién clasica es el flujo en conductos a presidn (sistemas de tuberias), donde se suele recurrir a los principios
de conservacién de la masa y la energia (Bernoulli), con valores promediados en la seccién. Para un flujo estacionario
con densidad constante, se puede establecer la relacién entre dos secciones mediante las expresiones

2 2
Ay (u), = Az (u),, <z>1+@v>1+<;;1—<z>2+<];>2+<12‘;2+AE, (4)

donde A es el drea de la seccidn transversal de la tuberfa, (z), (u) y (p) son la cota, la velocidad y la presién medias en
la seccidn, v es el peso especifico, g es la aceleracién de gravedad y AF es la pérdida de energia por efectos de friccidn
y singularidades entre las secciones 1y 2.
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Figura 8: Tipos de modelos utilizados para flujos ambientales en un cuerpo de agua. El eje x corresponde al eje longitudinal,
y es la coordenada lateral y z la coordenada vertical. a) Modelo en una dimensién 1D donde las propiedades del flujo
son promediadas en la seccidn transversal del cuerpo de agua. b) Modelo 2DV donde el flujo se resuelve promediando en
la vertical en el plano x — z, cuyo objetivo es conocer la distribucién longitudinal del flujo. ¢) Modelo 2DV donde el flujo
se resuelve en el plano y — z de modo de conocer la distribucion transversal del flujo. d) Modelo 2DH donde el flujo se
resuelve en el plano x — y para conocer las propiedades en planta del flujo. e) Modelo 3D donde las propiedades del flujo
son calculadas puntualmente.

2.3.2. Modelos bidimensionales

Los modelos 2D, o bidimensionales, se pueden dividir en dos. Los modelos 2DH reproducen los fenémenos en el
plano horizontal (z,y) y los modelos 2DV representan modelos en los planos verticales (z, z) y (y, z). Los modelos 2DH
se basan en el supuesto de que el flujo en el plano horizontal predomina por sobre la dimensién vertical. La batimetria se
introduce para todo el espacio en planta donde se calcula la profundidad total en la seccién H (x,y,t) y las velocidades
integradas en la profundidad

u (z,y,t H/h (x,y,2,t)dz, v (x,y,t H/ (z,y,2,t)dz. (5)

En esta expresién z = n (z,y,t) es la superficie libre y z = —h (z,y) la posicién del fondo. Esta expresién implica que
la velocidad se promedia en la columna vertical de agua y estd representada por un unico valor por punto (z,y) en el
instante ¢.

Los modelos 2DH se aplican en flujos donde la escala espacial del flujo en el plano horizontal es mucho mayor que la
profundidad o en aquellos dominados por la estratificaciéon de alguna de sus variables. Entre los primeros se encuentran
rios anchos y someros como el Biobio en su desembocadura (Figura 10), estuarios, lagos, fiordos y las ondas largas en
la costa. Para flujos en que alguna de sus propiedades tiene una variaciones verticales apreciables, se pueden utilizar
modelos 2DV donde se calculan las propiedades del flujo para cada seccién, en cuyo caso deben introducirse otras formas
de promediar.

= —h(z.)

Figura 9: Esquema con las definiciones geométricas de un canal de seccion variable.
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Figura 10: Fotografia aérea del Rio Biobio en concepcidn, cerca de la desembocadura.

2.3.3. Modelos tridimensionales

Los modelos 3D, o tridimensionales, rescatan de manera mds adecuada la fisica pues permite determinar las tres
componentes espaciales de la velocidad

u(a;?y’z?t)’ ,U(x7y?z7t)? w(x7y7z7t)7 (6)

sin incurrir en ninguna integracion espacial. En estos modelos es necesario determinar la posicién de la superficie libre
mediante, por ejemplo, el método VOF (Volume Of Fluid method). La aplicacién de modelos 3D se utiliza raramente
debido a la complejidad involucrada en el proceso de calibracidn y los costos computacionales, pero se hardn cada vez
mas populares en el dmbito de la ingenieria en la medida que la capacidad de los computadores mejore y se desarrollen
algoritmos mds eficientes. El explosivo desarrollo de la capacidad computacional se ejemplifica mediante la «Ley de
Moore», acufiada por el cofundador de la empresa Intel en 1965, que establece que la velocidad procesamiento de las
computadoras se duplica cada doce meses.

Finalmente, cabe mencionar que las magnitudes calculadas con diferentes modelos son esencialmente diferentes. Por
ejemplo, la velocidad media en la seccién (u) (x,t) representa un promedio en la seccién en tanto que la velocidad media
en la profundidad @ (x, y, t) representa el valor medio proyectado en la horizontal. La velocidad u (x,y, 2, t) corresponde
a la velocidad en un punto. La interpretaciéon de estas tres velocidades se ilustra en la Figura 11.

Y Y Y
x X xz
u(z,y,2,t) u(z,y,t) (u) (z,t)

Figura 11: Ejemplo de interpretacion de la velocidad en un punto u (z,y,z,t) mediante un modelo 3D, la velocidad
media en la profundidad w (x,y,t) mediante un modelo 2DH y la velocidad promedio en la seccién (u) (x,t) mediante
un modelo 1D. Las flechas verdes y rojas representan la velocidad en la horizontal y vertical, respectivamente. Asi, el
modelo 3D presenta variacion vertical y horizontal, el modelo 2DH presenta sélo variacion en la horizontal y el modelo
1D no presenta variaciones en la seccion.
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Figura 12: Imdgenes de tsunami del 21 de Abril de 2007 en el fiordo Aysén, Chile, reproducidas de Winckler (2015). a)
Remocién en masa de 71 millones de m3 frente a Isla Mentirosa (Naranjo et al., 2009; Sepulveda et al., 2010). b) La
primera ola impactando la costa este de Isla Mentirosa con elevaciones del orden de 15 metros (Naranjo et al., 2009).
¢) Esquema de la propagacion de un tsunami por remocién en masa, o landslide tsunami, en funcién de las dimensiones
que predominan en el flujo.

2.3.4. Un ejemplo donde las dimensiones importan: Tsunamis generados por derrumbes

Los tsunamis generados por remociones en masa, o landslide tsunamis, son ondas destructivas que se propagan largas
distancias en fiordos y lagos. La evolucidn de este tipo de tsunamis, desde su generacién en el campo cercano hasta su
propagacién en el campo lejano, se presenta en la Figura 12 (Winckler, 2015). La ldmina se basa en el tsunami del 21
de abril de 2007 en el Fiordo Aysén, Chile, que fue generado por varias remociones en masa producidas por un sismo de
magnitud 6.2, algunas de las cuales fueron de hasta 71 millones de metros cibicos (Naranjo et al., 2009; Septilveda et
al., 2010). Como consecuencia del tsunami, murieron 10 personas en la ribera opuesta del fiordo y se destruyeron casas
y balsa-jaulas de acuicultura.

Usemos este ejemplo para ilustrar cémo el flujo puede ser representado con mas o menos dimensiones, dependiendo de los
procesos fisicos que dominan. En el campo cercano (near field), el fenémeno es complejo y altamente 3D producto de la
interaccidn entre la remocién y la masa de agua, la turbulencia y la incorporacién de aire, sedimentos y rocas. Al alejarse
de la fuente, el tsunami evoluciona a una onda larga en la cual la variacién del flujo en la profundidad es poco relevante
y la propagacién es dominada por la dispersién angular. En esta regién, un modelo 2DH puede rescatar gran parte de
la fisica. En el campo lejano (far field), las ondas se propagan a lo largo del eje del fiordo, por lo que las caracteristicas
de flujo pueden ser capturadas por ecuaciones 1D promediadas en seccidén, como las desarrolladas por Winckler y Liu
(2015). El modelado de la remocién en masa en las fases subaérea (antes de que impacte al agua) y submarina puede
ser desarrollada con ecuaciones de onda larga, introducidas en la seccién 25.1. Se debe definir ademas la reologia del
material, que corresponde a la relacién entre el esfuerzo y la deformacién de un fluido; la reologia puede ser modelada
mediante modelos viscosos, granulares u otros.
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2.4. Sistemas de coordenadas en un modelo numérico

En la representacién de un flujo tridimensional, la seleccién de coordenadas es arbitraria y depende de la geometria
del problema en particular. Usualmente se utilizan coordenadas cartesianas caracterizadas por usar como referencia
ejes ortogonales entre si que se cortan en un punto origen, que corresponde al punto de referencia del sistema. Otras
alternativas como los sistemas de coordenadas esférico, cilindrico o curvilineo, algunos de las cuales se presentan en la
Figura 13, pueden ser adecuados para geometrias especificas. Veamos algunos ejemplos:

= Las coordenadas cartesianas son usadas en flujos a escalas espaciales donde la esfericidad de la tierra es irrelevante.
Su masificacién se debe a la simpleza de la estructura matematica.

= Las coordenadas esféricas son usadas en flujos a nivel planetario de las mareas, corrientes oceanicas y tsunamis.
Aun cuando la superficie de la tierra tiene la forma de un geoide, el usar coordenadas esféricas asumiendo un radio
constante es de uso comdtin en oceanografia y modelos atmosféricos.

= Las coordenadas cilindricas (o polares, en su versién 2D) son usadas en flujos en maquinaria que tiene una
direccién preferente de desplazamiento. Por ejemplo, un émbolo o las tuberias de conduccién de agua son ejemplos
donde las coordenadas polares son apropiadas.

= Las coordenadas curvilineas son usadas en cursos de aguas como rios, donde existe una curvatura natural de la
batimetria y de las lineas de flujo.

La diferencia fundamental entre los diferentes sistemas de coordenadas es que las ecuaciones de gobierno tendran ex-
presiones sutilmente diferentes, dependiendo de la matriz Jacobiana que los caracteriza. Esta matriz, formada por las
derivadas parciales de primer orden de una funcién, permite transformar las expresiones entre diferentes sistemas, depen-
diendo de la geometria del flujo que mas convenga adoptar para resolver las ecuaciones de gobierno. Por ejemplo, en
los modelos de oleaje que promedian la fase (seccién 24), la ecuacién de balance de accién en coordenadas cartesianas
N (z,y,t,0,0) se escribe como

ON  OcyuN  OcgyN  OcoeN  OceN S
ON | 0cy, : _5 7
ot " ox oy T Toe T Tos T o (")

donde x e y son coordenadas ortogonales, ¢ el tiempo, o la frecuencia, 8 la direccién y S el término forzante. Esta
ecuacién se utiliza en estudios de propagacién cuando el dominio de integracidn es relativamente pequeiio y la curvatura
terrestre despreciable. Para estudios de generacién donde el viento transfiere energia al oleaje en grandes distancias, es
recomendable recurrir a coordenadas esféricas donde la ecuacién para N (A, ¢,t,0,0) es

ON  Ocg AN 1 OcgpocospoN  OcgN  OcgN S
ot tTon T T T Y T o ()

donde A\ es la latitud, ¢ la longitud y 6 el dngulo antihorario desde el Este. Ambas ecuaciones, que representan la misma
fisica, tienen estructuras similares (términos local, advectivos, aquellos asociados a cambios en la frecuencia y la direccién,
ademds del forzante de la mano derecha) pero la segunda tiene coeficientes adicionales. Si se conoce la transformacién
entre ambos sistemas de coordenadas (y la matriz Jacobiana), se puede demostrar que ambas son equivalentes.

Por simplicidad, en este texto utilizaremos coordenadas cartesianas en la derivacién de las ecuaciones. Panton (2005)
ofrece una completa revision de las ecuaciones de la mecénica de fluidos en diferentes sistemas de coordenadas.

P(z,y,2) P(r,0,z) P(r,0,p)
? ®
~ e r
Z Z
T
Y 0

Figura 13: Sistemas de coordenadas cartesianas. De izquierda a derecha, coordenadas cartesianas, cilindricas y esféricas.
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3. Calibracion y validacion de un modelo

Las etapas de calibracién y validacién son componentes fundamentales en el proceso de modelado, pues permiten
conocer en qué grado el modelo es capaz de reproducir el fenémeno en cuestion.

El proceso de calibracion se basa en ajustar i) los pardmetros del modelo, ii) las condiciones iniciales y iii) las condiciones
de borde para que los resultados modelados reproduzcan las mediciones en terreno. Por parametros nos referimos, en el
caso de ecuaciones hidrodindmicas, a coeficientes que se utilizan para modelar la friccién de fondo, la friccidn del viento
actuando sobre la superficie libre del agua o al coeficiente de viscosidad turbulenta, entre otros. Para procesos de mezcla,
los pardmetros tipicos son el coeficiente de difusividad y el de decaimiento. La calibracién de un modelo depende de la
cantidad de pardmetros que se incluyen en las ecuaciones de gobierno, condiciones iniciales y de borde. Por ende, ésta
no es Unica pues mas de una combinacidén de pardmetros puede proveer de un ajuste razonable a las mediciones. En el
proceso de calibracién se pueden utilizar criterios cualitativos y cuantitativos; en estos dltimos se utilizan estadigrafos
como el coeficiente de determinacién entre el modelo y el registro R?, entre muchos otros que se describen en el Atlas
de Oleaje (Beya et al., 2016; www.oleaje.uv.cl) y otros autores (e.g. Hamby, 1994).

El proceso de validacion, por su parte, es una etapa en la que se utilizan los valores de los pardmetros determina-
dos en la calibracién y se compara el modelo con otro set de datos, usualmente en otra ventana de tiempo o espacio.
Si el modelo predice en forma adecuada el comportamiento este nuevo set de datos, podemos a lo sumo decir que no
hay razones para pensar que el modelo esté malo. Sin embargo, no podemos asegurar que el modelo sea adecuado en
otras situaciones en que no ha sido validado. Por ende, los procesos de calibracién y validacién forman parte de un
ciclo continuo de mejoras en la medida que se expanden en cobertura y mejoran la fisica de los procesos modelados. En
la Figura 15 se ilustra en forma esquematica el proceso de calibracién y validacién de una variable genérica F (t) que
depende del tiempo y que podria representar cualquier propiedad del flujo.

Cabe notar que para calibrar y validar un modelo se necesitan mediciones en terreno o laboratorio, las que son es-
casas en el océano. De hecho, al 2017, en Chile existe una inmensa disparidad entre el acceso a datos en tierra y en el
océano. Por ejemplo, se dispone de 1145 estaciones de registro de precipitacion, 295 de temperatura y 788 de caudal en
el territorio nacional. En el dmbito de la sismologia, por su parte, hay 467 instrumentos de registro de aceleracién, movi-
miento fuerte y posicionamiento satelital. En el océano, no obstante, existen solo 40 maredgrafos para medir variaciones
lentas en el nivel del mar, y los escasos registros de oleaje corresponden a mediciones de boyas escalares y direccionales
discontinuas (Figura 14). De hecho, aun no existe una red permanente de medicién del oleaje, como aquellas que operan
desde hace décadas en paises como Estados Unidos, Espafia e Italia (Martinez et al., 2017).

1145 rruviomerrica 98 85 + AccEL
40 295 temperaTURA 130 onss

BOYAS PERMANENTES MAREGGRAFOS 788 caubal 297 stRONG MOTION

-

Boiivia

OCEANO CLIMATOLOGIA SISMOLOGIA

40 2.228 525

Figura 14: Instrumentos permanentes utilizados hacia 2017 en Chile para medir fendmenos oceanogréficos (SHOA),
climatolégicos (Explorador edlico) y geofisicos (Sergio Barrientos, com. pers.).

Finalmente, dos reflexiones:

= Los modelos (casi) siempre funcionan, pero la bondad de los resultados depende de la calidad de los datos de
entrada, de la especificacién de condiciones de borde y del andlisis e interpretacién de los resultados, entre otros
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Figura 15: Esquema del proceso de calibracion y validacion de una variable que depende del tiempo. En el panel superior
se muestra un modelo sin calibracién. En el panel central se muestra un modelo calibrado cuya validacién es adecuada
producto de una buena determinacién de los pardmetros del modelo, las condiciones iniciales y/o las condiciones de
borde. En el panel inferior se muestra un modelo calibrado cuya validacion no es adecuada. Este caso puede deberse a
pardmetros y/o condiciones de borde o iniciales que no fueron identificadas como relevantes en el proceso de calibracién.

aspectos. Si a un modelo se ingresan datos de mala calidad, los resultados seran de mala calidad pues al error
asociado a esos datos se suman las limitaciones propias del modelo. En otras palabras, el error asociado a los datos
de entrada se propaga a lo largo del cdlculo (error de arrastre) y se suma a otros errores como el de truncamiento
de las ecuaciones, por ejemplo. En la prictica anglosajona se utiliza el concepto de Garbage in, garbage out (GIGO)
para indicar que si a un algoritmo se le ingresa basura, es exactamente eso lo que obtendremos. Para mejorar el
proceso de modelado, es entonces recomendable efectuar un acucioso control de calidad en cada una de sus fases.

= En la actualidad, los modelos numéricos permiten manejar visualizaciones muy bien logradas que facilitan la inter-
pretacién de los resultados. Recomiendo, sin embargo, no caer ante los aspectos estéticos de los resultados y enfocar
los esfuerzos en garantizar que la fisica esté bien reproducida. No sacamos mucho en tener salidas graficamente

bonitas sin éstas condicen a errores de diseno.

Para complementar los conceptos vertidos en esta seccién, recomiendo revisar el paper de Oreskes et al. (1994) que
introduce técnicas de verificacidn, validacidén y confirmacién de modelos numéricos en ciencias de la tierra.

21



4. Analisis de sensibilidad

El andlisis de sensibilidad es una herramienta muy potente en la practica de ingenieria pues permite identificar qué
pardmetros o variables son relevantes en la caracterizacién de un fenémeno. Hamby (1994) efectiia una revisién completa
sobre las diferentes técnicas utilizadas para efectuar andlisis de sensibilidad, que recomiendo revisar en caso de que te
interese profundizar en la materia. Para entender formalmente cémo se aplica un anilisis de sensibilidad, consideremos
una funcién dependiente, o funcién objetivo, de n variables mutuamente independientes

F(.’I;17x2,--.,xn)- (9)

En un modelo hidrodindmico la funcién puede ser, por ejemplo, la velocidad o la concentracién de un contaminante, entre
otras variables de interés. Las variables independientes pueden ser el espacio, el tiempo, los pardmetros que modelan un
fenémeno (e.g. coeficiente de Manning, la viscosidad turbulenta o la difusividad) o aquellos que caracterizan las forzantes
del modelo.

Una aproximacién formal al anélisis de sensibilidad deviene del cdlculo diferencial. La expresién del diferencial de la
funcién F (21, x2, ...,x,) se expresa de la siguiente manera

dF = —dxq + 87dl‘2 + o+ —dx,, (10)
x ox

a partir de la cual podemos evaluar cémo varia la funcién (dF') respecto de variaciones en las variables independientes
(dx;), donde la dependencia de la funcién respecto de cada variable independiente (OF/0x;) es justamente lo que interesa
conocer mediante el andlisis de sensibilidad. Para simplificar el anilisis, evaluamos la sensibilidad de la funcién respecto
de una variable independiente a la vez:

oF .,

dF = —dz;, de; =0 con i#j (11)

al’i
manteniendo el resto de las variables constantes, o ceteris paribus, que corresponde a una expresiéon en latin utilizada
cominmente en economia que significa que «siendo las demds cosas igual». A partir de este simple gjercicio, se pueden
efectuar diferentes acciones:

= Sensibilizar la funcién objetivo ante variaciones en variables independientes
= Cuantificar efectos de incertidumbre y/o error en la funcién objetivo
= Optimizar el comportamiento de la funcién objetivo

A continuacion se describen cada una de estas acciones.

4.1. Sensibilizacién de la funcién objetivo ante variaciones en variables independientes

Al calcular cudnto varia la funcién objetivo respecto de variaciones en las variables independientes (es decir, evaluar
cudn grande o pequefia es la magnitud de 0F/0x;), se puede definir cudles variables son relevantes en su comportamiento,
predecir tendencias y direcciones de cambio. Dependiendo de cémo varie la funcién objetivo, la relacién entre ésta y
una variable independiente puede ser

= directamente proporcional (9F/dxz; > 0)
= inversamente proporcional (OF/0x; < 0)
= independiente (OF/0x; = 0, Va;)

Cabe mencionar que la funcién objetivo puede ser mds o menos sensible dependiendo de en qué regidn se esté evaluando
la variable dependiente, pues OF/0x; puede también depender de z;. Un ejemplo de estos comportamientos se ilustra
en la Figura 16. Para el caso de que la funcién objetivo sea independiente de una variable (9F/dz; = 0, Vz;) o cuando
dos variables sean redundantes (es decir, cuando x; es dependiente de xj), se puede reducir la cantidad de variables de
entrada, simplificando el modelo. Cabe notar que el hecho de que la funcién objetivo sea independiente de una variable
independiente en todo el dominio (OF/0x; =0, Vx;) es diferente a que la funcién sea dependiente de esta pero la
derivada alcance valores nulos en algiin méximo o minimo (0F/0z; =0, x; = a) .
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Figura 16: Ejemplos de una funcion F que es independiente, directamente proporcional, inversamente proporcional o
cuya proporcionalidad depende del rango de valores de x.

La proporcionalidad directa puede ser lineal (e.g. en los sélidos el esfuerzo es proporcional a la deformacién unita-
ria, 0 « ¢, cuando la deformacién es pequefia), cuadratica (e.g. en flujos turbulentos, las fuerzas de arrastre son
proporcionales al cuadrado de la velocidad, F' o< u?), cibica (e.g. el peso de los elementos de una defensa costera
depende aproximadamente del cubo de la altura, W oc H?) o arbitraria. La proporcionalidad inversa puede ser de tipo
hiperbdlica (e.g. el peso de los elementos de una defensa costera es inversamente proporcional al talud de la misma,
W o 1/ cot #) o de diferentes formas.

Veamos como ejemplo, la fuerza de arrastre actuando sobre un elemento esbelto sometido a oleaje y/o corrientes.
La ecuacién de Morison (1950) define la fuerza total como f = f4; + f;, donde

1
fa= §CdpAu [ul (12)

es la fuerza de arrastre, Cy es el coeficiente de arrastre, p es la densidad, A es la seccién transversal que se opone al
flujo y u es velocidad. La fuerza de inercia, por su parte, es
du
fi = CipV 7
donde C; es el coeficiente de inercia, V el volumen de elemento y du/dt la aceleracién. La fuerza de arrastre f; es
linealmente proporcional al coeficiente de arrastre, que se considera usualmente constante para una geometria dada en
régimen turbulento. La densidad, por su parte, se considera constante y por tanto no entra en el andlisis de sensibilidad.
La fuerza crece linealmente con el drea de la seccidn transversal, y por tanto con el cuadrado del didmetro del elemento
esbelto tipo pilote en caso de ser una seccién circular, donde A = wD?/4. Finalmente, la fuerza es proporcional al
cuadrado de la velocidad, lo que obliga a estudiar en detalle este pardmetro. En el caso del oleaje, por ejemplo, la
velocidad orbital viene definida a través de la teoria lineal (Dean & Dalrymple, 1991) mediante la expresin

(13)

_ H gT cosh (2m [h + 2] /A)
“T9N T cosh (2mh/)) cos (ke —wi), (14)

que depende de pardmetros caracteristicos de un estado de mar. Esta expresidn sugiere analizar la sensibilidad de la fuerza
de arrastre ante variaciones de la altura H, el periodo T, la profundidad total A y la profundidad en la cual se estima la
fuerza z. Existen variables dependientes como la longitud de onda A (T, k), el ndmero de onda k = 27/ o la frecuencia
angular w = 27 /T que son dependientes de otras y por tanto pueden ser omitidas del anilisis.

Dejo como ejercicio que efectlies este andlisis tanto para la fuerza de arrastre como la de inercia. Otro ejemplo de
un anélisis de sensibilidad para modelos de oleaje que promedian la fase se presenta en la seccién 24.4.

4.2. Efectos de incertidumbre y/o error en la funcién objetivo

Se puede asimismo cuantificar la contribucién de diferentes fuentes de incertidumbre y/o error de las variables
independientes a la incertidumbre en la estimacién de la funcién (Moffat, 1988). Como primera aproximacidn, una
variable independiente (que denominaremos simplemente x, omitiendo el subindice) puede modelarse como

¥ =1+, (15)

donde €, es el error asociado y se considera como independiente de la variable. La variacién de la funcién para este

modelo es aF OF
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IMPRECISO PRECISO IMPRECISO PRECISO
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Figura 17: Analogia del juego de dardos para explicar los conceptos de precision y exactitud. Abajo se muestran las curvas
de frecuencia de ocurrencia f para un infinito nimeros de dardos, como funcién de la distancia al centro del blanco.

donde el segundo término considera la sensibilidad de la funcién respecto de la incertidumbre en la variable de entrada.
Naturalmente se pueden concebir modelos mas complejos donde la incertidumbre es funcién de la variable. Un modelo
intuitivo corresponde a aquel en que el error es proporcional a la magnitud de la variable, €, (r) = az®, siendo a y b

constantes. En este texto no profundizaremos en estas materias.

Por otra parte, el error total de un modelo puede separarse entre dos componentes:
= el error sistematico, que es aquel que se produce en todas las realizaciones con igual cuantia.

= el error aleatorio, que es aquel que se produce por fendmenos que no se pueden controlar durante el proceso de
modelado.

4.3. Optimizacién del comportamiento de la funcién objetivo

Si nos remontamos a la primeras aplicaciones del cédlculo en una variable, si el modelo tiene una expresién analitica,
es posible encontrar maximos o minimos derivando la expresién e igualando la derivada a cero. En el caso de aplicaciones
maritimas, los modelos hidrodindmicos estan expresados mediante sistemas de ecuaciones diferenciales parciales y suelen
contener uno o mds parametros, por lo que la funcién no se conoce explicitamente. Es ahi donde el andlisis de sensibilidad
surge como una herramienta potente para rastrear maximos o minimos.

5. Precision y exactitud

Los conceptos de precisiéon y exactitud son fundamentales en la interpretacién de los errores de medicién, modelos
numéricos y modelos fisicos, entre otras aplicaciones de ingenieria.

= La precisién (precision) corresponde a la dispersién del conjunto de mediciones de una magnitud, respecto del
valor medio de las mismas. Cuanto menor (mayor) es la dispersién de las mediciones, mayor (menor) es la precisién.
Una medida comtin de la precisién es la desviacién estandar de las mediciones.

» La exactitud (accuracy) corresponde a cudn cerca se encuentra el valor medido del valor real. Una medida comtiin
de la exactitud es el sesgo (bias) de una estimacién, que corresponde en términos estadisticos a la diferencia entre
el valor medido y el valor real, ya sea como una informacién individual o un set de datos. Cuanto menor (mayor)
es el sesgo, mas (menos) exacta es una estimacién.

La precisién y la exactitud son propiedades independientes. La medicién, modelo u operacién es de mejor calidad mientras
mayor sea su precisién y exactitud. Un ejemplo cldsico para ilustrar estos conceptos corresponde al juego de dardos (Figura
17). En este caso la precisién tiene que ver con la distancia de los dardos entre si, en tanto que la exactitud corresponde a
la distancia de los dardos respecto del centro de la diana. Una medicién es precisa cuando los dardos se concentran en un
espacio pequefio, y es exacta cuando los disparos se concentran sobre el centro de la diana (que corresponde al valor real,
que en este caso es desconocido). Otro concepto que se entrelaza con estos conceptos dice relacién con la resolucién
del sistema de medicién. Por ejemplo, la ubicacién de los puntos en la Figura 17 puede tener un error inherente a en la
medicién dependiendo del tipo de instrumento que se utilice.

24



Parte 1l
Ecuaciones fundamentales

En esta parte se presentan las ecuaciones fundamentales de la mecanica de fluidos, que reflejan conceptos de conser-
vacién de la masa, momentum y energia en un medio continuo. Existen también relaciones constitutivas que dan cuenta
de la reologia del fluido, que define la relacién entre el esfuerzo y la deformacién en los materiales que son capaces de
fluir. En la mecanica de fluidos ambiental y en la ingenieria costera en particular, usualmente nos remitimos al uso de
las ecuaciones de conservacidén de la masa, momentum y energia para flujo incompresible. El énfasis es en ecuaciones
en forma diferencial, pues ésta permite la caracterizacién detallada del flujo dentro de un dominio de integracién. En
algunos casos se presentan las expresiones en forma integral para facilitar las analogias entre ambos enfoques. Los flujos
turbulentos son tratados en forma mdas especifica en la seccién 10. Esta parte sirve de soporte a las siguientes y puede
complementarse con el estudio de textos clasicos de mecénica de fluidos (Panton, 2005) o cldsicos de mecdnica de ondas
(Dean & Dalrymple, 1991).

6. Enfoques en mecanica de fluidos

En la mecéanica de fluidos existen dos enfoques, el lagrangiano y el euleriano, para analizar el movimiento. La se-
leccién de uno u otro depende del tipo de informacidén que se necesite y de la complejidad matemdtica necesaria para
resolver el problema, entre otros criterios. En esta seccidn se efecttia una descripcién muy somera, pues esta materia se
trata en cualquier libro de mecanica de fluidos y material audiovisual disponible en la web ().

El enfoque lagrangiano consiste en seguir a cada particula fluida en su movimiento (en rigor una superficie mate-
rial), mediante funciones que describen sus propiedades en el espacio y el tiempo. Este enfoque lleva su nombre en honor
a Joseph Louis Lagrange (1736-1813), matematico y astrénomo francés. El enfoque lagrangiano se usa de forma natural
en la mecanica de particulas. Ejemplos tipicos son el movimiento parabdlico que describe un proyectil o la caida libre,
donde en forma lagrangiana la ecuacién de gobierno

ZF:%(mV), (17)

corresponde a la segunda ley de Newton y la variacién del momento se expresa en términos de la derivada total. Un
ejemplo en el ambito de la oceanografia es el uso de derivadores, que son dispositivos que como dice su nombre derivan
con las corrientes y por tanto ofrecen una medicién lagrangiana del flujo (Figura 18a).

El enfoque euleriano, por su parte, consiste en asignar a cada punto del espacio (drea o volumen de control) y en cada
instante, un valor para las propiedades del fluido. Este enfoque lleva su nombre en honor a Leonhard Euler (1707-1783),
matematico suizo, cuyos trabajos mas importantes se centraron en el campo de las matematicas puras, la astronomia,
la mecanica, la dptica y la aclistica. Este enfoque no estd ligado a las particulas fluidas sino a los puntos del espacio
ocupados por el fluido, es decir, el valor de una propiedad en un punto e instante determinado es el de la particula fluida
que ocupa dicho punto en ese instante. En mecdnica de fluidos es complejo seguir una particula, por lo que calculamos
las propiedades del flujo en puntos fijos del espacio usando el enfoque Euleriano. La medicién euleriana del flujo se puede
lograr mediante medidores fijos, como los ADCP's (Acoustic Doppler Current Profilers) o los correntémetros de hélice
(Figura 18b).

En términos de técnicas matematicas, la mecanica de fluidos se puede abordar mediante el andlisis diferencial y el
andlisis integral, cuya aplicacion depende del fin del estudio. El analisis diferencial permite estudiar todas la compleji-
dades del flujo mediante ecuaciones diferenciales que describen el movimiento de particulas infinitesimales o el flujo en
puntos en todo el sistema. En el modelado de procesos costeros se utiliza usualmente el anilisis diferencial mediante
ecuaciones derivadas de las de Navier-Stokes, cuyo objetivo es encontrar las propiedades del flujo (e.g. oleaje, corrientes,
nivel del mar y otras variables) en grandes regiones costeras. Por su parte, en el andlisis integral se estudia el flujo
dentro de un volumen de control y a través de la superficie que lo delimita, siendo (til cuando interesan magnitudes
promediadas, sin necesariamente conocer en detalle el flujo. Este tipo de anilisis es dtil, por ejemplo, para embalses
o sistemas de tuberias donde importan mas los flujos de entrada y salida que el comportamiento detallado dentro del
sistema. El analisis dimensional, finalmente, permite establecer las posibles relaciones dimensionales entre las variables
que describen un fendmeno fisico. Un ejemplo clasico es la ley de viscosidad de Newton, que describe una relacién entre el
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Figura 18: Medicién de la corriente subsuperficial mediante un derivador biplano (correntometria lagrangiana) y un
correntémetro de hélice (correntometria euleriana). Ambas mediciones son complementarias y su uso depende del propdsito
del estudio.

campo de velocidades y los esfuerzos viscosos generados en el fluido. En este libro se pone énfasis en el andlisis diferencial
y solo damos solo algunos ejemplos del andlisis integral.

7. Derivada total

Las ecuaciones de conservacién utilizadas en mecanica de fluidos se orientan a calcular la evolucidn en el tiempo y el
espacio de alguna propiedad del flujo. Por esa razén son también llamadas ecuaciones de evolucién. Para poder aplicar los
conceptos del cdlculo diferencial debemos asumir la hipétesis del medio continuo, que asume que el fluido es continuo
en el espacio, ignorando su estructura molecular y las discontinuidades asociadas a ésta. Puesto que el fluido es un medio
continuo, el uso de derivadas parciales aparece de manera natural y debemos entonces introducir el concepto de derivada
total. para caracterizar dicha evolucién.

Apelando a la regla de la cadena, la derivada total de una funcién f(¢,r) que depende del tiempo ¢ y del espacio
definido en coordenadas cartesianas por el vector posicién r = {z (t),y (t), 2 (t)}, se expresa de la siguiente manera

af _of  of of of

— = fu— v fw_s 18

at ot Yar " Vay TV (18)
donde por definicién v = dx/dt, v = dy/dt y w = dz/dt son las velocidades en las tres direcciones ortogonales. En
términos vectoriales, esa expresidn se escribe como

af _of
prialn +V .-V, (19)
donde V = (u,v,w) es el vector velocidad y
o 90 0
V= (8% 2. a) (20)

es el gradiente. La ecuacién (19) tiene profundas consecuencias en la interpretacién del flujo. El lado izquierdo representa
la variacién total de la variable en un sistema de referencia denominado Lagrangiano, donde se sigue a una particula
(mds formalmente a una superficie material) a lo largo de la trayectoria. El lado derecho indica que en un sistema de
referencia Euleriano, la variacidn total de una funcién depende de cudnto cambia en el tiempo y en el espacio. El primer
término en la derecha de la ecuacién (19) corresponde a la derivada local (asociada a la variacién en el tiempo) y el
segundo a la derivada advectiva (asociada a la variacién en el espacio). Cuando la derivada local es nula, decimos que
el flujo es estacionario y si es distinta de cero, entonces el flujo es transiente. Cuando la derivada advectiva es nula,
estamos en presencia de un flujo uniforme y cuando es distinta de cero, ante un flujo variado. En concreto, podemos
encontrar los siguientes tipos de flujos

= Flujo estacionario y uniforme: 9f/0t =0y V-Vf =0
= Flujo transiente y uniforme: 0f /0t 20y V-Vf =0

= Flujo estacionario y variado: 9f /0t =0y V-V f #£0
= Flujo transiente y variado: 9f/0t #0y V-V f #0
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Figura 19: Ejemplo de tipos de flujo en una tuberia, en funcion de la variacion temporal y espacial. Para los casos en que
el caudal de ingreso ) es constante en el tiempo, el flujo es estacionario. Cuando el caudal Q (t) depende del tiempo,
el flujo es transiente. Por otra parte, para secciones constantes, el flujo es uniforme y para secciones que varian en el
espacio, el flujo es variado.

Por ejemplo, si la funcién corresponde a la velocidad, f =V, entonces

iV OV
vV _V . v.vv 21
@ o VYV (21)

donde el primer término se conoce como la aceleracién local y el segundo como la aceleracién advectiva. La Figura 19
muestra un ejemplo de diferentes tipos de flujo en una tuberia, en funcién de la variacién temporal y espacial, para un
caudal Q.

8. Flujos incompresible y compresible

En ingenieria costera, usualmente asumimos que el flujo es incompresible (esto es, que densidad material es constante
en una parcela de fluido). En términos matemdticos esto implica que la derivada total de la densidad es nula:

dp
— =0. 22
o (22)
En una descripcién Euleriana del flujo, esta expresidon se descompone como sigue
dp Op
=4V .Vp=0 23
prilviny p=0, (23)

donde el primer término representa la variacién temporal de la densidad en un punto fijo del espacio (derivada local) y el
segundo término representa la variacién de la densidad asociada al cambio de posicién de la particula (derivada convectiva
o advectiva). Es importante notar que un flujo incompresible no necesariamente implica que el fluido tiene densidad
constante. De hecho, en términos matemdticos, un flujo incompresible y ambos casos mencionados anteriormente
obedecen a las siguientes expresiones:

d
Flujo compresible : d—i #0 (24)
. . dp
Flujo incompresible : i 0 (25)
. ap
Densidad constante : i 0,Vp=0 (26)

La condicién de densidad constante (en el espacio y en el tiempo) es mucho mds restrictiva pues no permite trabajar
con flujos estratificados. La condicién de flujo incompresible, por el contrario, permite que existan particulas (en rigor,
superficies materiales) de diferente densidad en el medio, pero que cada una de ellas se desplace sin cambiar de densidad.
La Figura 20 presenta una analogia simple mediante globos para explicar el flujo de un fluido de densidad constante, un
flujo incompresible y uno compresible.

9. Principios de conservacion

9.1. Conservacion de la masa

En esta seccién se introducen diferentes formas de la ecuacién de conservacién de la masa con supuestos cada vez
mds restrictivos, desde la mds general para un flujo compresible y rotacional (27), hasta la mas limitada para un flujo
incompresible e irrotacional (36).
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Figura 20: Una analogia simple mediante globos (en rigor superficies materiales) para explicar a) el flujo de un fluido de
densidad constante, b) un flujo incompresible y ¢) un flujo compresible. En a) se muestran dos globos de igual masa y
volumen (y por tanto igual densidad p 4 ) que se desplazan preservando su volumen y por tanto su densidad. En este caso
la densidad es constante en el tiempo y en el espacio para todas las particulas. En b) se muestran dos globos de diferente
masa que se desplazan cada uno manteniendo su volumen y por tanto sus densidades pa y pp. Este caso corresponde a
un flujo incompresible donde la densidad puede ser diferente entre particulas, pero constante en su trayectoria. En c) se
muestran dos globos de diferentes densidades p4 y pp que se desplazan cambiando en volumen y por tanto su densidad,
apyypy, loque representa a un flujo compresible.

9.1.1. Flujo compresible y rotacional

En forma vectorial y diferencial, la ecuacién de conservacién de la masa se expresa como

dp

L +V-(pV) =0, (27)

donde t es el tiempo, p(x,t) es la densidad, x = (z,y, z) es el vector posicién, V (x,t) = (u,v,w) es la velocidad y

o 0 0
= a9 o 28
<8x Oy 82) (28)
es el gradiente en el caso de coordenadas cartesianas. Por componentes, la ecuacidén (27) se expresa de la siguiente
manera:
dp 0 0 0
2L 2 — _ =0 29
m+a(w+@WMﬁAw), (29)

donde la densidad y las componentes de velocidad son incdgnitas. Para resolver el flujo se requieren, ademds, ecuaciones
de momentum y una ecuacién de estado para la densidad, ademas de condiciones iniciales y de borde.

Sélo como complemento, la ecuacién de conservacidn de la masa en forma integral se escribe de la siguiente forma

g/pdV+/,0V~dA:O, (30)
ot Jy A

donde dV es un diferencial dentro del volumen de control y dA es un diferencial de la superficie que envuelve a dicho
volumen. El término V -dA es el producto escalar entre la velocidad del flujo y el diferencial de drea que cruza; representa
el volumen que por unidad de tiempo cruza la superficie de control. La derivacién de la expresién 17 deviene del Teorema
del Transporte de Reynolds, que puede encontrarse en cualquier texto de mecanica de fluidos fundamental. Las expresiones
(27) y (30) representan el mismo principio en los enfoques diferencial e integral, respectivamente. Estas expresiones no
consideran fuentes o sumideros que podrian representar, por ejemplo, la precipitacién o la evaporacién en un sistema
definido como un cuerpo de agua, en un lago. Las fuentes o sumideros se contemplan mediante términos ubicados en el
lado derecho de estas ecuaciones.

9.1.2. Flujo incompresible y rotacional

En un flujo es incompresible se tiene

dp _ 9p

p7imien +V.Vp (31)
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Figura 21: Diagrama para explicar la divergencia nula del campo de velocidades en un flujo incompresible. En la izquierda
se ilustran los flujos de entrada y salida del elemento diferencial y a la derecha sélo se muestra el flujo neto para cada
direccion.

Combinando (27) y (31) se obtiene
V-V =0, (32)

expresion que indica que la divergencia de la velocidad es cero. La divergencia de un campo vectorial como la velocidad,
mide la diferencia entre el flujo entrante y el flujo saliente en una superficie que encierra un volumen de control. Si éste
no contiene fuentes o sumideros, entonces su divergencia es siempre cero. En coordenadas cartesianas, (32) se escribe
como

ou Ov Ow
%‘i‘aﬁy—FE—O, (33)

donde las componentes de velocidad son incégnitas, por lo que se requieren ecuaciones de momentum para resolver
el flujo, ademas de condiciones iniciales y de borde. La densidad se asume como conocida. Esta expresién puede ser
interpretada fisicamente en forma simple. En la Figura 21 (izquierda) se ilustra un elemento diferencial en un sistema
cartesiano con aristas Az, Ay y Az, junto a los flujos mésicos de entrada y salida, estos tltimos expresados mediante
una aproximacién de Taylor (seccién 29.2). La figura de la derecha muestra el flujo neto resultante para las direcciones z
e y. Debido a la incompresibilidad y al supuesto de que no hay movimiento en direccidén z, ambos flujos netos deben ser
iguales en magnitud y diferente signo, de modo de satisfacer la ecuacién (33). En palabras simples, la cantidad de masa
por unidad de tiempo que entra en el elemento diferencial es igual a la que sale.

Para un flujo incompresible, la ecuacién de conservacién en forma integral (30) se reduce a

v
§+/AV-dA_0. (34)

9.1.3. Flujo incompresible e irrotacional

Para el caso de un flujo irrotacional, donde V x V = 0, existe una funcién potencial, denominada el potencial de
velocidades ¢ (x,y, z), tal que

Vo =V. (35)
Combinando (35) y (32), se obtiene la ecuacién de Laplace
9?9?29
24 _ 2 _ (= 2 2
Vp =0, donde Ve = (81’2’ 957 822> (36)

corresponde al operador laplaciano. Esta ecuacién se utiliza por ejemplo en la Teoria Lineal del Oleaje (Dean & Dalrymple,
1991) para caracterizar el campo cinemdtico y dindmico de ondas de pequefia amplitud. Tiene la ventaja, respecto de
(32), de que es necesario resolver sélo para un escalar ¢, y luego mediante (35) obtener el campo cinematico (e.g. el
campo de desplazamientos, velocidades y aceleraciones). De esta simpleza se debe que su uso sea tan difundido. Para
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resolver la ecuacién (36), que es de cardcter eliptico como se menciona en el Anexo 30, se deben incorporar condiciones
de borde que responden a cada problema en particular. En coordenadas cartesianas, (36) se escribe como
Po P9 %9
a5 t35 T35 =0 (37)
ox dy 0z
Esta ecuacidn requiere de 6 constantes de integracidn (dos integraciones en cada coordenada) por lo que se deben definir
6 condiciones de borde para completar el sistema.

Finalmente, cabe mencionar que las expresiones (27), (32) y (36) y sus respectivas representaciones en cualquier sistema
de coordenadas, representan el principio de conservacién de la masa con supuestos cada vez mas restrictivos. La ecuacién
(27) es la mds general y no tiene restriccién alguna, (32) requiere de que el fluido sea incompresible y (36) requiere de
que ademas el flujo sea irrotacional.

9.2. Conservacion de momentum

En esta seccidén se introducen diferentes formas de la ecuacién de conservacién del momentum con supuestos cada
vez mds restrictivos, desde la mas general para un flujo compresible y rotacional (38), hasta la mds limitada para un flujo
incompresible e irrotacional (48).

9.2.1. Flujo compresible y rotacional

Para un fluido newtoniano y un flujo compresible, la ecuacién de conservacién de momentum es

0
5 PV) TV (V@pV)=-Vp+pg+ V- (uVV), (38)

donde p (x,t) la presién, g = (0,0, —g) es la aceleracién de gravedad, u es de tensor de viscosidad dindmica y el dltimo
término representa el flujo difusivo neto en un elemento diferencial, o mas coloquialmente, la difusién de momentum. El
producto ® entre vectores dado por

ay aibi  aiby aibs
AB=| a [ by by b3 ] = | a2bi agb2 azbs |. (39)
as aszby agbs asbs

La expresién (38) consiste de tres ecuaciones escalares e introduce a la presién como nueva variable en el sistema. Para su
solucién se debe resolver junto con la ecuacién de conservacién de la masa (27) y una relacién constitutiva que relacione,
por ejemplo, la presién con la densidad. Para un flujo isotrépico (esto es, que posee las mismas propiedades fisicas en
todas las direcciones) y un fluido de viscosidad constante, el sistema se escribe en coordenadas cartesianas como

2 )+ o (p0?) + 2 () + o () =~ + (fw (n5e) + a% (152) + 52 (v5e). (40)
% (pv) + a% (pvu) + a% (pv*) + % (pow) = —% + o ( ) ( ) + 882 (“?}Z) : (41)
gt (pw) + 32 (pwu) + g (pwv) + aﬁ (pw?) = gz ( ) + ( ) + ;)z ( Zw> —pg.  (42)

La viscosidad cinemdtica en estas ecuaciones es una propiedad del fluido (no del flujo) y por ende ellas permiten resolver
todas las escalas del flujo, hasta la de Kolmogorov (de orden de 0.1 a 10 mm en flujos atmosféricos), en la medida
que se respete la hipétesis del continuo. Esta hipétesis considera que el fluido es continuo en el espacio, ignorando su
estructura molecular y las discontinuidades asociadas a ésta.

En la actualidad no resulta practico para fluidos ambientales el resolver hasta esa escala, razén por la cual se introducen
promedios espaciales (RANS) o filtros (LES) que permiten reducir el tamafio de célculo a costa de perder la fisica que
ocurre a escalas inferiores al tamafio de cada grilla utilizada en la discretizacion de las ecuaciones diferenciales. En la
seccién 10 se demostrard que la ecuacidn de gobierno para un flujo turbulento tiene la misma estructura, pero la viscosidad
turbulenta es propiedad del flujo. Ello hace que, dependiendo de cémo se modele la viscosidad, el problema sea bastante
mas complejo. En la Figura 22 se muestra el uso de modelos fisicos y numéricos tipo RANS y LES para el estudio de un
vertedero lateral del embalse Ancoa, desarrollado por el Instituto Nacional de Hidraulica, Chile. En este caso, el modelo
LES dio mejores resultados para caracterizar la descarga.
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Figura 22: Aplicacién de modelos fisicos y numeéricos para el estudio de un vertedero lateral del embalse Ancoa, desarrollado
por el Instituto Nacional de Hidrdulica, Chile. a) Fotografia del vertedero descargando agua en exceso. b) modelo numérico
desarrollado LES con Openfoam de la descarga del vertedero desde aguas abajo. ¢) modelo fisico a escala 1:40 desde el
mismo punto de vista. d) magnitud de la velocidad obtenida mediante d) un modelo LES y e) un modelo RANS.
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9.2.2. Flujo incompresible y rotacional
Para un fluido newtoniano y un flujo incompresible, la expresién (38) se puede simplificar a

ov 1

E+V-(V®V):—;Vp+g+V~(VVV), (43)
donde v = pu/p es la viscosidad cinemdtica. Para su solucién se debe resolver esta ecuacién junto con la ecuacién de
conservacién de la masa (32). A diferencia de un fluido compresible, no se requiere de una relacién constitutiva que
relacione, por ejemplo, la presién con la densidad. Si mds atin se asume que la viscosidad es isotrépica y constante en el
espacio

A% 1
88t+V~(V®V):—pr+g+VV2V. (44)
En coordenadas cartesianas la expresién (43) como
ou 9 , 5 0 0 1 9p Pu  Pu  u
ov 0 9, 5 0 1op v 0%v 0%

9.2.3. Flujo incompresible e irrotacional
La ecuacién de momentum para un flujo incompresible e inviscido (sin viscosidad) es

A% 1
2 v. - . 4
En +V-(VeV) pr—|—g (48)

Esta ecuacidon forma parte de las denominadas Ecuaciones de Euler. En coordenadas cartesianas y en forma conservativa,
el sistema de ecuaciones es

_Lop

0 0
- - 2 R R — —
ot  Ox (u*) + Oy (uv) + 0z (uw) p Oz’ (49)
v b O o 0, . 1dp
a-ﬁ-%(v )—i—a—y(v)—ka(vw)— 59y (50)
ow 9 0 o, o 1dp
a—kaf(wu)—kafy(wv)—ka(w)— p82+ g. (51)

En un flujo incompresible, los términos advectivos pueden también escribirse en forma no conservativa, recurriendo a la
ecuacién de conservacién de la masa. Por ejemplo, si desarrollamos la expresion correspondiente al eje x,

g(u2)+ﬁ(uv)+2(uw)—u @4—@4—% +u8—u+v%+wa—u (52)
Ox Oy 0z - \oz Oy 0z Ox Oy 0z’
=0
Generalizando a tres dimensiones, se obtiene
oV 1

Este resultado puede utilizarse para escribir las ecuaciones (43), (44) y (48) en forma no conservativa. Para decidir cual
versién de las ecuaciones de momentum usar. La ecuacién (38) es la mds general y no tiene restriccién alguna, (43)
requiere de que el fluido sea incompresible y (48) requiere de que ademis el flujo sea irrotacional.
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9.3. Conservacion de la energia

Las ecuaciones de Euler (53) pueden integrarse en el espacio para obtener una ecuacién de energia. Si se considera
ademas que el flujo es irrotacional, entonces se introduce el potencial de velocidad

V¢ =V. (54)
y la ecuacién resultante, denominada Bernoulli para régimen transiente e irrotacional, es la siguiente

19¢ 1 [9¢> 09> 0¢°] p
592 T35 |5x Ty s +7+Z—C(t), (55)

que es una generalizacion de la reconocida ecuacién de Bernoulli utilizada en mecénica de fluidos para flujo estacionario

2

u p

—+=4+z=C(t). (56)
29 v

En ambos casos, la constante de integracién C' (t) depende del tiempo (pues la integracién de (53) es en el espacio) pero
es constante para todo el dominio espacial.

9.4. Cémo combinar las ecuaciones de gobierno

A continuacién describimos los sistemas de ecuaciones de gobierno para diferentes casos.

9.4.1. Flujo compresible y rotacional

Las ecuaciones de gobierno para un fluido real, conocidas como las Ecuaciones de Navier-Stokes, son

dp B
SV (V) =0, (57)

0

5 (PV)+ V- (Ve pV)=-Vp+pg+ V- (prVV). (58)
Para resolver este sistema de ecuaciones, es preciso incorporar condiciones iniciales y de borde que responden a cada
problema en particular. Se debe incorporar ademds una férmula complementaria (por ejemplo, una relacién entre la
presién y la densidad) para tener el sistema completamente determinado.

El sistema de ecuaciones es complejo de resolver tanto en forma analitica como numérica, por lo que usualmente recurrimos
a simplificaciones. En particular, el término nolineal, V- (V ® pV), dificulta los célculos pues puede inducir inestabilidades
numéricas (ver seccién 21.1). Por ejemplo, en ingenieria costera, utilizamos el supuesto de que el agua es incompresible,
lo que implica que las variaciones de volumen son despreciables ante cambios de presién. Esto se puede demostrar a partir
de la relacién Y

dp = _Ev,
donde la compresibilidad del agua es £ = 22,000 [kgf/ch]. Por ejemplo, para generar una pequefa variacién de
dv/¥ = 0,01 en el volumen de agua, se debe imponer un incremento de presién de dp = 220 [kgf/ch], equivalentes
a 2,200,000 [Hpa], que es bastante superior a las variaciones normales de presién atmosférica del orden de decenas de
[Hpa).

(59)

Otro ejemplo de simplificacién corresponde a las ecuaciones nolineales de onda larga, que reducen el dominio de tres
dimensiones x = (z,y,2) a dos x = (x,y), usando el supuesto de que el flujo tiene una variacién despreciable en la
profundidad. Estas ecuaciones son analizadas en la seccién V.

9.4.2. Flujo compresible e irrotacional

La forma diferencial de las ecuaciones de gobierno para un fluido ideal, conocidas como las Ecuaciones de Euler, es

dp B
En +V-(pV)=0, (60)

0
g (pV)+ V- (V®pV)=-Vp—+pg. (61)

33



Las Ecuaciones de Euler proceden de una reduccién de las Ecuaciones de Navier-Stokes despreciando términos difusivos,
y por ende las derivadas parciales de orden mayor. Ello por una parte, simplifica la definicién de las condiciones de borde
pero impide cumplir con todas las condiciones de borde naturales, como la de no deslizamiento en la superficie de contacto
con sélidos. Para muchas aplicaciones, esta condicién no es relevante (por ejemplo, en la mecanica de ondas lejos del
fondo), pero en otras si (por ejemplo, en el estudio de capas limite). Como en el caso anterior, se debe incorporar ademds
una relacién entre la presion y la densidad para tener el sistema completamente determinado.

9.4.3. Flujo incompresible e irrotacional

En ingenieria costera usualmente consideramos flujo incompresible, por lo que las ecuaciones de gobierno se reducen

V-V=0, (62)
oV 1
—+V-(VeV)=—-Vp—+g. (63)
ot P
Cabe notar que esta aproximaciéon no es adecuada para flujos estratificados. En este caso el sistema estd completamente
determinado pues se cuenta con cuatro ecuaciones para cuatro incdgnitas (u,v,w,p).

9.4.4. Comentarios sobre la ecuaciéon de energia

En general, el estudio de los fluidos comprende tanto aspectos mecanicos como térmicos. Los primeros se resuelven
mediante la combinacién de las ecuaciones de conservacién de la masa y momentum, en tanto que los segundos requieren
de la ecuacién de conservacion de la energia. Esta ultima, que forma parte integrante de las ecuaciones de Navier-Stokes,
no se incluye en este documento pues es poco frecuente su uso en el modelado de procesos costeros y en la hidraulica
en general. En el caso de los liquidos -salvo en casos de alta turbulencia- los aspectos térmicos suelen ser despreciados,
pues siendo casi incompresibles, no absorben mucha energia por trabajo, de modo que su energia interna no cambia, a
menos que se les transfiera calor intencionalmente.

34



10. Flujo en régimen turbulento

Un flujo turbulento corresponde al movimiento cadtico de un fluido en el que las particulas se mueven desordena-
damente y sus trayectorias se pueden predecir sélo hasta una cierta escala. Para establecer si un flujo es laminar, de
transicién o turbulento, se recurre al nimero de Reynolds (Reynolds, 1883), definido como

Re = pUl = g, (64)

I v

donde p es la densidad, p la viscosidad dindmica, v la viscosidad cinemdtica, U la velocidad y [ una dimensidn tipica de
un flujo. El nimero de Reynolds representa el cociente entre las fuerzas inerciales y las fuerzas viscosas. Asi, la condicién
de régimen turbulento se da para Re altos que ocurren cuando las fuerzas inerciales dominan por sobre las fuerzas
viscosas. En contraste, un régimen laminar se da cuando las fuerzas viscosas son superiores a las inerciales. La definicién
de umbrales sobre los cuales el régimen se torna turbulento dependen del fenémeno fisico a estudiar. Por ejemplo, para
tuberias de seccidn circular, el flujo es laminar para Re < 2100 y turbulento para Re > 10000.

La Figura 23 muestra dos ejemplos de flujos turbulentos en la naturaleza, con niveles de turbulencia muy distintos.
La imagen a) muestra una ola en fase de rompimiento, donde se observan niveles de turbulencia muy distintos. El flujo
es altamente turbulento en la cresta de la ola, donde incluso hay incorporacién de aire. En contraste, el flujo es menos
turbulento en sectores donde no hay rotura. La imagen b) muestra la erupcién del volcan Calbuco el 22 de abril de 2015,
en el sur de Chile. Se observa la columna de humo con un flujo preferentemente vertical en un inicio, dominada por
la boyantes y la velocidad con que sale despedida la descarga desde el crater. Una vez que la densidad de la pluma se
equipara con la de la atmdsfera, comienza a derivar con los vientos. Una analogia directa de este fenémeno es el de la
descarga de aguas servidas mediante emisarios submarinos, que se describe en la seccién 17.4. Antes de comenzar con
la derivacién de las ecuaciones para flujo turbulento, recomiendo revisar un video sobre turbulencia disponible en la serie
Hlustrated Experiments in Fluid Mechanics, en The NCFMF Book of Film Notes (Shapiro, 1961b).

Para la derivacién de las ecuaciones de un flujo en régimen turbulento, se recurre a la descomposiciéon de Reynolds
(Reynolds, 1895), que es una técnica estadistica para separar el promedio de las fluctuaciones de una cantidad. La
descomposicién de una funcién f (z,t) es

f(w,t)z?(x)+f’(x,t), (65)

donde la media temporal se define como

T

donde T es el intervalo de tiempo de la integracién, que debe ser superior a la escala de tiempo tipica de las fluctuaciones,
y f'(z,t) es la fluctuacién respecto de la media. Esta descomposicién se puede ilustrar en la Figura 24, donde se muestra
un registro de velocidad obtenido mediante un velocimetro Doppler. La velocidad media el tiempo de medicién es de
u = 0,1502 m/s y el valor medio cuadritico RMS (Root Mean Square) de

t+T
F@) == / f (et dt, (66)

n

Figura 23: Ejemplos de flujos turbulentos en la naturaleza. a) Imagen de una ola en fase de rompimiento y b) la erupcion
del volcan Calbuco el 22 de abril de 2015, en el sur de Chile.
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Figura 24: Registro de velocidad obtenido mediante un velocimetro Doppler. La linea continua representa las mediciones
discretas de velocidad, en tanto que la linea gruesa segmentada corresponde al valor medio. Las lineas con segmentos y
puntos corresponde a la media + una desviacion estandar y las lineas punteadas representan a la media + dos desviaciones
estandar (Adaptado de notas de Edwin « Todd> Cowen, Cornell University)

donde n es el nimero de mediciones, se utiliza para reportar la intensidad de la turbulencia para esta componente de
velocidad. Notar que una medicién alternativa del nivel de turbulencia corresponde al nimero de Reynolds.

Introduzcamos ahora una serie de relaciones de la media temporal, que permitirdn desarrollar las ecuaciones para flujo
turbulento, o RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes equations). A partir de la definicién (66), se pueden demostrar
las expresiones

fr=0, =1 frr=0 1y [ff#0. (67)
Queda en tus manos demostrar estas relaciones. También se puede demostrar que, si los limites de integracién en la
ecuacién (66) son fijos, la regla de Leibniz (420) implica que

t+T8f a1 [T of of
,/ &ﬁl g = L2 (68)

Ahora, apliquemos la descomposicién de Reynolds a la velocidad y presion
V (z,t) =V () + V' (2,1), p(z,t) =p(z) +p (x,t). (69)

Desafortunadamente, esta descomposicién incrementa de 4 incégnitas (u, v, w, p) a 8 incégnitas (u, v, w,p, v, v, w',p’),
que son mas que las 4 ecuaciones de Navier-Stokes para caracterizar la conservacién de la masa y momentum en tres
dimensiones. Con ello, el problema queda indeterminado y requerird de modelar (no resolver) los términos asociados a las
fluctuaciones. Para ilustrar el procedimiento de derivacién de las RANS en forma simplificada, partamos de las ecuaciones
de Navier-Stokes para un flujo incompresible, en dos dimensiones (el procedimiento es andlogo en tres dimensiones),

ou Ow
N DY N A
E*%(uﬂé(“w)* p@eraac (Vax)Jr@z <Vaz>’ (71)
Ow, 0 0 op 0 (o) 0 (0w
at+8x(wu)+8z<w)__p82+8m<yax>+az(V82> g (72)

Introduciendo (69), aplicando el promedio temporal a las ecuaciones y usando las expresiones (67) y (68) llegamos a

Ju Ow

Fr P (73)
@ £72 27— 18p 9 @ o gu _ﬁﬁ_g o)/
ot + Ox () + 0z () = p oz t o Ox <V5$> 0z ( ) Ox () 0z (), (74)
ow 0 o O ey 10p 0 (0w 9 [ 0w\ O o O ooy
8t+8x(wu)+az(w)_ paz+8z(yax)+8z<yaz) am(wu) 8z(ww) g (75)

Este sistema tiene la misma estructura que las ecuaciones de Navier-Stokes, pero tiene nuevos términos que aparecen de
los términos advectivos en las ecuaciones de momentum. Estos términos se denominan esfuerzos de Reynolds y se deben
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a las fluctuaciones asociadas a la turbulencia. Estos términos deben ser modelados para permitir que el sistema tenga
solucién. La solucién mas sencilla es expresarlos en términos de los valores medios e introducir la viscosidad turbulenta
v¢, denominada también viscosidad de remolino o viscosidad de eddy. Bajo esta aproximacién, se modelan los esfuerzos
de Reynolds de manera analoga a los esfuerzos viscosos, siguiendo la ley de viscosidad de Newton. Si se considera que la
viscosidad es isotrdpica, los términos de la ecuaciéon de momento se modelan como

B L v Y L v Y L L (76)

Jr 0z ox 0z

donde la viscosidad turbulenta se puede pensar como una medida de la resistencia al flujo debida a la turbulencia y
es mucho mayor que la viscosidad molecular, i.e. v <« v¢. Cabe notar que, a diferencia de la viscosidad molecular, la
viscosidad turbulenta es propiedad del flujo y por tanto no se conoce a priori. Con las expresiones en (76), el sistema de
ecuaciones (73) a (75) queda como

Ju Ow

ot o = 0
gu 9 , 0 —_ _10p 0 (  0u 9 (,0m
8t+8x (u)+8z (ww) = p8m+8m (y 8x>+3z (V 82)’ (78)
ow g 0 9 __18177 0 eaj é eaj _
rn a(wu)ﬁ-&(w)— p@z+&7c(y 8x>+0z (V Z) g (79)

En términos vectoriales, las expresiones resultantes, o RANS, son:
V-V=0, (80)

ov — = 1 —

E+V-(V®V):—;Vﬁ+g+V~(ueVV). (81)
donde la barra representa las propiedades medias. Estas ecuaciones no dan informacién sobre las fluctuaciones turbulentas.
Cabe mencionar que las RANS, (80) y (81), tienen la misma estructura que las ecuaciones de Navier-Stokes, (32) y (43),
pero resuelven variables distintas. Las primeras estdn expresadas en términos de la velocidad y presién media, en tanto

que las segundas contienen la velocidad y presién instantanea del flujo.
i Qué consecuencias tiene esto en el modelado?

Los procesos viscosos ocurren a escalas espaciales muy pequeiias, lo que implica en términos de modelado, que las
ecuaciones de Navier-Stokes requieren de una malla espacial con intervalos comparables a la escala de Kolmogorov.
Esta escala es la escala mas pequena bajo la cual la viscosidad domina por sobre la inercia. La técnica de resolver las
ecuaciones de Navier-Stokes con este tipo de escalas se denomina Direct Numerical Simulation (DNS) y es aplicable,
con los recursos computacionales actuales a dominios pequefios, del orden de decimetros de arista. Su tremenda ventaja
es que no requieren de modelar la turbulencia, sino que se resuelve en forma exacta (dadas las limitaciones propias de
las ecuaciones de Navier-Stokes). En el mundo de la mecdnica de fluidos ambiental -donde las escalas espaciales son
mucho mas grandes- se hace impracticable el uso de DNS vy es ahi donde las RANS, u otras técnicas como Large Eddy
Simulation (LES) entran en el juego. Las RANS requieren del modelado de la viscosidad turbulenta, en tanto que las LES
obedecen a un filtrado de las fluctuaciones turbulentas mds pequefas. En otras palabras, ni las RANS ni las LES no son
exactas. En el mundo de la ingenieria ocednica, las RANS permiten modelar detalladamente los procesos involucrados
en la transformacién del oleaje antes y durante la rotura (Pedrozo y Torres, 2011) pero distan de caracterizar en forma
exacta el flujo.
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Parte 111
Procesos de mezcla

En esta parte se introducen los procesos fisicos de adveccién, difusidn, reaccién, dispersién y reaccién, que en conjunto
generan mezcla de dos sustancias. Existen otros procesos que pueden ser modelados mediante ecuaciones de reaccién
(e.g. evaporacién, biodegradacién, fotooxidacidn y sedimentacién), otros que definen el medio en el cual se produce la
mezcla (e.g. estratificacién) y algunos representan la forma en que se produce la mezcla (e.g. floculacién, emulsificacién
o la disolucién) que aparecen en problemas especificos no cubiertos en el texto. Los aspectos tedricos de este capitulo
pueden complementarse con el texto de Fischer et al. (1979) en tanto que los conceptos de modelado numérico de
descargas pueden complementarse con el de Wood & Wilkinson (1993).

Los procesos de mezcla de mezcla en ingenieria ocednica (Figura 25) se observan en:
= Vertidos de aguas servidas mediante emisarios submarinos
= Vertidos de agua caliente proveniente de sistemas de refrigeraciéon de plantas industriales y termoeléctricas
= Vertidos de agua fria proveniente de sistemas de regasificacion
= Vertidos de salmuera proveniente de plantas desaladoras
= Vertidos de residuos industriales liquidos (RlLes)
= Vertidos de material de dragado
= Relaves mineros
= Derrames de petréleo
= Descargas de rios al mar conteniendo sedimento en suspensidn, fertilizantes, etc.
= Procesos de mezcla de agua dulce y salada, tipicos de fiordos y estuarios

Cabe mencionar que los procesos de mezcla ocurren también en la atmdsfera y en sistemas a presidn, entre otros, por lo
que las ecuaciones de gobierno que se derivan son aplicables también a otros campos. Recomiendo tener el texto Fischer
et al. (1979) en la cabecera de tu biblioteca, pues provee un buen marco tedrico a los procesos de mezcla en estuarios y
rios.

Por simplicidad y salvo excepciones, la expresiones se derivan en una dimensién espacial bajo un esquema Euleriano.
Definiremos al «agente», como una sustancia, constituyente o contaminante que se vierte en un fluido, denominado
«medio». En los procesos de mezcla en medios acudticos, el medio es agua. La concentracion de un agente C (x,t) puede
definirse de diversas formas. Aqui van algunos ejemplos:

C magente’ C = Vagente o C = magente (82)
Mmedio Vinedio Vimedio

)

Figura 25: Ejemplos de procesos de mezcla. De izquierda a derecha: la pluma de sedimentos en suspension proveniente de
un rio; un derrame de petrdleo; la descarga de una pluma de boyantes negativa (e.g. salmuera proveniente de una planta
desaladora) y la descarga de una pluma de boyantes positiva (e.g. aguas servidas provenientes de un emisario submarino).
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donde m representa la masa y V volumen. Las dos primeras definiciones son adimensionales y la tercera tiene unidades
de masa por volumen. Existen otras medidas de concentracién, entre las que destacan los ppm (partes por millén) y los
ppt (partes por billén) que se utilizan cuando las concentraciones son muy bajas. Para facilitar la derivacién definiremos
en forma arbitraria, la concentracién como adimensional.

11. Adveccion

La adveccidn es un proceso de transporte de una sustancia o de una propiedad (calor, humedad, salinidad, momentum,
energia, entre otros) por efecto del flujo. En ingenieria ocednica, estos flujos pueden asociarse al viento, al oleaje o a las
corrientes marinas.

11.1. Derivacién

Para derivar la ecuacién fundamental, consideremos un volumen de control V = AzAyAz a través del cual circula
un flujo de agua a velocidad wu (x,t). Si la masa del contaminante es pequefia en comparacién con la masa de agua,
podemos expresar el flujo advectivo del agente entrando al volumen de control como

FA = puCAyAz, (83)

segln se ven en la Figura 26 . El superindice A simboliza el flujo «advectivo» y el subindice e es caracteristico de la
«entrada» del volumen de control. Dimensionalmente

M L M
FAl = [puCAyAzl = | = -=-1-L-L| = | =], 84
(72 = loucauddl = |35 g o1 Lon| = | ] (84)
y representa la cantidad de masa entrando por una cara del volumen de control por unidad de tiempo. En la expresién
anterior M, L y T representan masa, longitud y tiempo, respectivamente. El flujo advectivo saliendo sobre la otra cara
del volumen de control se puede expresar, utilizando una expansién de Taylor (seccién 29.2), como

OFA 32Fef4 Ax? 3”F6A Az"

A _ A e n+1
Fl=Fl+ oAt - —— 4+ e — + O (Az™H), (85)

donde O representan «el orden del» error de aproximacién, o exactitud, de la expresién. Combinando con (83) da

2 2 n

FA = puCAyAz + a% (puCAyAz) Az + % (puCAyA2) AT""” + .t a% (puCAyA2)

Si se asume que el volumen de control es constante y que las funciones v y C son continuas, los términos de orden mayor
se pueden expresar como un error de truncamiento

A% L0 (™). (86)

n!

0
FA = puCAyAz + E (puCAyAz) Az + O (Az®, Ay, Az) . (87)
Cabe mencionar que en esta derivacidon no es necesario retener el tercer término pues, como se verd en adelante, ese
término desaparece al tender el volumen de control a uno infinitesimal. Una vez conocidos los flujos en ambas caras,
procedemos a hacer una balance de masa del agente en el volumen de control

om
ot

=F}—F2, (88)

Figura 26: Elemento diferencial con flujos advectivos en sentido x.
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donde m = pcAzAyAz es la masa del agente en el volumen de control. En palabras simples, la ecuacién (88) indica
que la variacién local de la masa del agente en el volumen de control es balanceada por el flujo neto en las caras. La
resta de los flujos debe tener sentido en esta expresién: en caso de que el flujo entrante es mayor que el de salida,
FADV _ pADV - (), |la masa del agente en el volumen de control debe aumentar, esto es 9m /9t > 0. Recurriendo a las
expresiones (83) y (87) da

0 (pCAxAyAz) = faa (puCAyAz) Ax 4+ O (Aa:z, Ay, Az). (89)

ot oz
Dividiendo por el volumen del volumen de control, V = AzAyAz, que se asume constante, y haciendo tender el volumen
de control a cero (esto es Az — 0) da

% (pC) + % (puC) = 0. (90)

Cabe notar que en el limite cuando el volumen de control es infinitesimal, esta expresidn es exacta a pesar de provenir de
una aproximacion de Taylor. Esta expresidn se puede extender ficilmente a tres dimensiones considerando flujos en las
otras caras del volumen de control. La ecuacién de adveccién para un flujo compresible es

0

5 PO) TV (pVC) =0, (91)
donde C' (z,y, z) representa la concentracién en el espacio tridimensional y V (z,y, 2) = (u, v, w) corresponde al vector
velocidad. Volvamos ahora a una dimensién y asumamos que la densidad del agua es constante. En términos matematicos
este supuesto implica que la derivada material de la densidad es cero (ver ecuacién 31)

dp _ Op op

Al combinar esta expresién con (90) y expandir cada término usando la regla del producto, se obtiene

oCc 0

— 4+ — (uC) =0. (93)

ot Ox
Fisicamente esta expresidn sugiere que la masa de una sustancia en el volumen de control es balanceada por el flujo
advectivo neto de dicha sustancia en los contornos del mismo. La ecuacidn de advecciéon para un flujo incompresible,
en forma conservativa se generaliza a un flujo tridimensional mediante la expresién

ocC
— -(VC) =0. 4
Bn +V-(VC)=0 (94)
En coordenadas cartesianas esta expresion es
oc 0 0 0

La ecuacién (95) se puede combinar con la ecuacién de conservacién de la masa

oC oC oC oC Oou Ov Ow
—r tu—tv—+tw—+C| o+ 5+
dr Oy Oz

ot or y 0z
donde el término entre paréntesis, V - V = 0 para un flujo incompresible. En este caso, la expresién (94) se traduce en
la ecuacién de adveccién para un flujo incompresible en forma no conservativa

=0 (96)

afO+V~VC:O. (97)
ot
Cabe notar que la expresién (94) estd escrita en forma conservativa y la expresién (97) en forma no conservativa
pero en ambas expresiones se conserva la masa. Ambas formas son equivalentes para soluciones suaves pero la segunda
responde al supuesto adicional de incompresibilidad. Para soluciones con cambios bruscos, denominados shocks, solo la
solucién conservativa da buenos resultados. Para lectores avanzados, sugiero visitar el capitulo 12 de Leveque (1992).

40



11.2. Solucién analitica

La ecuacién de adveccién tiene soluciones analiticas para geometrias, condiciones iniciales y de borde muy simples.
Una solucién analitica es (til para evaluar la calidad de los algoritmos, lo que se se hace comparando la solucién numérica
con la solucién analitica, la que es exacta. Por ejemplo, la ecuacién de adveccién en una dimensidén para una velocidad
constante

oC oC
tiene una solucién del tipo
C=f(z+ct), con g(z,t) =z +tct, (99)

donde f (z,t) es una funcidn arbitraria pero positiva, pues la concentracién debe ser positiva. Si reemplazamos esta
solucién en la ecuacién de adveccidn obtenemos las expresiones

of9g 0f g of  of

— = 4uz—-=0 e —+u—=0 100

ag ot “ogor Y ag " "ag (100)
con lo que se obtiene que u = Fc. Esta ecuacién implica que un contaminante con concentracién de forma arbitraria se
desplaza con la velocidad del flujo sin cambiar dicha forma, seglin se observa en la Figura 27. El desplazamiento sera en
sentido positivo o negativo, dependiendo del signo de la fase en la solucién.

[z +ct) f(x) [z —ct)

Figura 27: Solucién de la ecuacidn de adveccion para un agente con concentracion inicial f (x).

12. Difusion molecular

La difusién molecular se asocia al movimiento térmico de las particulas de un fluido (liquido o gas) a temperaturas
por encima del cero absoluto. En forma empirica, e incluso intuitiva, se sabe que flujo neto de moléculas ocurre de una
regiéon de mayor concentracién a una de menor concentracién. Este flujo puede modelarse a través de la Ley de Fick,
llamada asi en honor Adolf Fick (1829-1901), que establece que el flujo difusivo por unidad de 4rea de un agente en un
fluido es

Fonasa = —DVC (101)

siendo D el coeficiente de difusién (también llamado difusividad) del agente de concentracién C. Nota que es una
ecuacién vectorial -es decir, el flujo tiene magnitud, direccidn y sentido- por lo que el signo menos indica que el flujo del
agente ird en el sentido opuesto del gradiente de concentracidn. El coeficiente de difusién representa la facilidad con que
el agente se mueve en el fluido y depende, entre otras variables, de la viscosidad y la temperatura tanto del agente como
del fluido, siendo independiente de la concentracién. En este sentido, es correcto decir por ejemplo, que «el coeficiente de
difusion de la anilina en el agua es...» e incorrecto «el coeficiente de difusion de la anilina es...», pues ambas sustancias
juegan un rol importante en la difusidén. En el caso particular del calor, la ley de Fick se conoce como ley de Fourier y se
escribe como

Fcalor = —kVT

siendo k la conductividad térmica y T' la temperatura. Esta expresidén implica que el flujo de calor se transmite desde
regiones de mayor a menor temperatura. Si te interesa el cdmo se gestaron estas leyes y las divergencias histéricas de
la ciencia de entonces, te invito a leer el paper «The dichotomous history of diffusion» (Narasimhan, 2009) o a estudiar
el movimiento browniano -movimiento aleatorio de las particulas que se hallan en un medio fluido- que obedece a la
ecuacién de difusion.
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Figura 28: Experimento ilustrando el proceso de difusion de la masa de un conjunto de estudiantes de Ingenieria Civil
Ocednica, en la Universidad de Valparaiso.

Existe una muy buena analogia para explicar la difusidn, y se basa en el formalismo matemdtico del random walk, que
estd descrito claramente en Fischer et al. (1979). Esta analogia dice que la trayectoria de una particula consiste en una
sucesion de pasos aleatorios que obedecen a alguna distribucién de probabilidad; la probabilidad del salto a la ubicacién
mds cercana es independiente de la direccién o sentido. En la Figura 28 se muestra un experimento en el que se ilustra
el proceso de difusién de la masa de un conjunto de personas, basado en el concepto del random walk. El experimento
inicia con el grupo alineado en una fila. En cada paso de tiempo, el estudiante tiene que escoger en forma aleatoria si
desplazarse a la derecha, a la izquierda o permanecer en el sitio. La eleccién se puede hacer con una aplicacién en el celular
que genere niimeros aleatorios entre 1 y 3 (siendo 1: desplazarse a la izquierda, 2: mantenerse en el sitio y 3: desplazarse
a la derecha). Cada persona entonces sigue una trayectoria aleatoria (random walk) y en su conjunto presenciamos un
proceso de difusién de masa (cuantificada mediante la cantidad de personas por ubicacién). En la medida que pasa el
tiempo, la masa total del conjunto de personas se distribuye en el espacio, lo que implica que el proceso de difusién
es conservativo. Luego se puede procesar la informacién y graficar la distribucién espacial de masa en el tiempo. Si el
ejercicio se desarrolla con mas alumnos, las curvas tienden a una distribucién gausseana. Para obligarte a entender el
experimento, he deliberadamente incluido errores en las cantidades. Animate a hacerlo con tus compaiieros!

12.1. Derivacién

Para un volumen de control ubicado en un tubo de flujo unidimensional, de seccién transversal AyAz, a través del
cual circulan un flujo que transporta a un agente con concentracién C (z,t), el flujo difusivo entrando sobre una cara de
un volumen de control es

oC
FP = _pD,—AyAz, (102)
Ox
donde D, es el coeficiente de difusidn en sentido x. La Figura 29 ilustra es esquema de flujos difusivos en un elemento
diferencial . Nota que el flujo difusivo tiene signo contrario al flujo advectivo, dado por (83). Podemos expresar el flujo
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Figura 29: Elemento diferencial con flujos difusivos en sentido x.

difusivo saliendo sobre la otra cara del volumen de control utilizando una expansién de Taylor

8CAyAZ _ 9 (leacAyAz) Az + O (Az®, Ay, Az), (103)

FP = —pD,
r Ox Ox

S

ox

donde hemos considerado que las funciones u y C' son continuas. Haciendo un balance de masa del constituyente en el
volumen de control de masa m = cAzAyAz

367? = FP _ FP. (104)
Usando (102) y (103)
d
% (pCAzAYyAz) = % (pDzdgAyAz) Az + O (Az?, Ay, Az) (105)

y, asumiendo que el volumen de control es fijo, dividimos por el volumen y hacemos tender el volumen de control a cero

para obtener la expresion
0 0 oC
ot (pC) = o (prazr> ) (106)

que es exacta. En caso de que los gradientes espaciales de concentracidén sean nulos no implica que no haya flujo, sino
que las moléculas estdn todavia en movimiento, pero el flujo difusivo neto es cero. Esta expresion se generaliza a un flujo
tridimensional dado de concentracién C (z,y, z) y velocidad V (z,y, z) = (u,v,w) como sigue:

B, B ac\ o ac\ o aC
= = = (pD, =) + = (pD, == ) + — ( pD.=—= 1
5 (PC) = 5 (p Lax>+ay (,0 yay)+az (p zaz>7 (107)

ecuacién que establece que la masa de una sustancia en un volumen de control es balanceada por el flujo neto de dicha
sustancia en los contornos del mismo. En términos vectoriales, la ecuacién de difusiéon para un flujo compresible
0

= (pC) =V - (pD -VC), (108)
ot
donde D = (D,, Dy, D). En esta expresién, el término de la derecha representa la variacién temporal de mas del agente
en un punto y el de la derecha, el flujo neto difusivo en el mismo punto. Cabe mencionar que -al igual que en la adveccién-
la difusion es un fendmeno conservativo, es decir, que la masa total del sistema se conserva. A diferencia de la adveccién
(que transporta una pluma de contaminante sin deformacién), la difusién tiende a deformarla en funcién de los gradientes
de concentracién. Si consideramos que la densidad no varia en el tiempo y en el espacio, obtenemos la ecuacion de
difusion para una densidad constante (que como comentamos en la seccién 8, no corresponde a flujo incompresible)

oC

—=V-(D-V0), (109)

ot
La ecuacidn de difusién se puede simplificar. Por ejemplo, si el coeficiente de difusién es isotrépico (D,, Dy, D, = D)y
constante en el espacio,

2 2 2
oC oC (80 9*C 80). (110)

— =DV?C 0 — =D + +

ot ’ ot 0x2  Oy? 922
Para geometrias, condiciones iniciales y de borde muy simples, la ecuacidén de difusién tiene soluciones analiticas. La
extensién a casos mas complejos es abordada en forma elegante por Fischer et al. (1979). Entre éstos destacan problemas
que consideran bordes fisicos impermeables o absorbentes, los que se solucionan utilizando el «<método de las imagenes»
comunmente utilizado en flujo en medios porosos (seccién 16).
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12.2. Soluciones analiticas para casos simples

Veamos algunos ejemplos simples extraidos de Fischer et al. (1979) que pueden ser utilizados como referencias (o
benchmarks) para validar algoritmos de modelacién.

12.2.1. Solucién para una fuente puntual e instantanea

En una dimensidn, la ecuacién de difusién para un agente cuyo coeficiente de difusién es constante en el espacio se
simplifica a

oCc Da20

ot 0x2’

Esta ecuacién debe integrarse una vez en el tiempo y dos veces en el espacio, por lo que se debe imponer una condicién

inicial y dos condiciones de borde. Para una fuente instantdnea ubicada en z = £ que descarga una masa M en el tiempo

t = 0, la condicién inicial viene dada por

(111)

C(2,0) = M6 (x —€), (112)

donde § (x) es la funcién delta de Dirac. En términos matematicos, esta funcién real es cero en todos los puntos a
excepcién de z — &, donde adopta un valor infinito

Nm—QZ{?’z#g (113)

y cumple con la propiedad

/Ooé(m—f)dle. (114)

En términos fisicos, la ecuacién (112) implica que toda la masa M se encuentra inicialmente en & = &, con una
concentracién infinita C' (£,0) = co. Esto se ilustra en la Figura 30 para ¢t = 0. Naturalmente,

E+te
C(z,0)dx = M, (115)
E—e

con € — 0, lo que refuerza el hecho de que la masa estad concentrada en dicho punto. Las condiciones de borde se definen
como de cero concentracién para puntos alejados a una distancia infinita de la fuente, esto es C' (+00,t) = 0, con lo que
el problema queda completamente definido. La solucién analitica viene dada por

M (z —¢)°
[ ]

y constituye una solucién fundamental a partir de la cual se derivan problemas bastante mas complejos. En la Figura 30
se presenta la concentracién de una fuente cuasi puntual e instantdnea para diferentes condiciones de borde. Se observa
cémo la masa inicialmente concentrada en un punto tiende a difundirse en el espacio a medida que transcurre el tiempo

C(x,t) =

C(z,t)

A

— — — — —) — —

I -

Figura 30: Solucién de la ecuacién de difusion para una fuente puntual e instantanea ubicada en © = £ que descarga
una masa M en el tiempo t = 0. En este esquema 0 < t1 < ts < t3 < 00. La condicién inicial definida por la inyeccion
instantdnea y puntual, C (x,0) = Mé (x — &), corresponde a t = 0.
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Figura 31: Esquema de superposicion para una fuente distribuida e instantinea. Adaptado de Fischer et al. (1979).

como consecuencia de los gradientes espaciales de la concentracién, siguiendo una distribucién gaussiana. Cabe notar
que la masa total en el sistema permanece constante,

oo
M(t) = / C (z,t) dz = constante, (117)
—00
lo que implica que el proceso es conservativo.

12.2.2. Solucién para una fuente distribuida e instantanea

A partir de la expresién (116) -solucién de la ecuacién de goberno de cardcter lineal 111- se pueden derivar problemas
mas complejos con una distribucién inicial definida en todo el espacio del tipo

C(z,0) = f(z), —00 < T < 00, (118)

cuya solucién

oo T — 2
C (1) :/_OO J;g)t exp [_(41)?] de, (119)

puede interpretarse como la suma de contribuciones elementales del tipo (116) en diferentes lugares del espacio, como
se ilustra en la Figura 31.

12.2.3. Solucién para una fuente puntual y constante en el tiempo

Para el caso donde se especifica una concentracién constante en el punto x = 0 como funcién del tiempo (por
ejemplo, un emisario submarino descargando un caudal constante de aguas servidas), la condicién de borde es

C(0,t) = Cy, 0<t, (120)

y la solucién viene dada por

C(z,t) = Cy [1 —erf (\/IT%H , 0<uz, (121)

donde erf (x) corresponde a la denominada error function

erf (z) = % /Ox exp (—t%) dt, (122)

y la forma se ilustra en la Figura 32. Sugiero revisar http://mathworld.wolfram.com/Erf.html para conocer mas de esta
funcién.
12.2.4. Solucién para una fuente puntual y variable en el tiempo

Finalmente, si se considera una fuente con una tasa de descarga por unidad de tiempo m, la concentracidn resultante
se obtiene como la superposicién de las contribuciones elementales generadas en tiempos diferentes. La solucién
2

t v } dr, (123)

C(x,t) = /_; \/Z%exp {_4D(t—r)

tiene la forma tipica de un operador matematico de convolucién, que aparece de manera natural en un sistema fisico
lineal en el cual se aplica el principio de superposicion.
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Figura 32: Concentracién para una fuente puntual y constante en el tiempo. Modificado de Fischer et al. (1979).

12.2.5. Solucidén para una fuente distribuida y variable en el tiempo

Siguiendo con la I6gica de la superposicién espacial y temporal de las soluciones (119) y (123), para una fuente que
aporta una masa por unidad de tiempo y unidad espacial m (x,t), la solucién es

(z =€)

cewn=[ [ Mi [)] dedr (124)

12.2.6. Solucién para una fuente puntual e instantanea en dos y tres dimensiones

La construccién a fuentes distribuidas en el espacio y tiempo sigue el mismo esquema que para una dimensién. Por
ejemplo, en un espacio bidimensional, la ecuacién que gobierna la concentracién de un contaminante C (z,y,t) cuyos
coeficientes de difusidn son constantes en el espacio es

aC 02C 0*C

+ D

ot T 0a? Yoy’ (125)

Para una fuente puntual de masa M centrada en (z,y) = (£, () la condicién inicial se describe mediante la expresidn

Las condiciones de borde son de cero concentracién para puntos alejados a una distancia infinita de la fuente, esto es
C (£00, £00,t) = 0, expresién que representa las cuatro condiciones de borde necesarias para efectuar la integracién. La

solucién es
2 2
(z-¢8" -9
C(x,y,t — — . 127
(:9.8) = dmrt /D D, 4Dt 4D, t (127)
El proceso de difusién en dos dimensiones puede demostrarse de manera muy simple mediante un experimento como el
ilustrado en la Figura 33, que puede hacerse en la casa con materiales de facil obtencién (un disco petri, anilina, una
jeringa, un teléfono con cdmara de fotos y un cronémetro). Este experimento permite calcular la difusién molecular pues
el solvente estd en estado estacionario, es decir, sin velocidad ni adveccién (ver seccién 17.2). Dado que la estructura
de las ecuaciones es similar para la difusiéon molecular y la difusién turbulenta, el procedimiento es también aplicable a
flujos turbulentos. Andlogamente, la solucién de la concentracién de un agente C (z,y, z,t) para una fuente puntual en
un espacio tridimensional centrada (z,y,2) = (£, ¢, <) dada por

C(x,y,z,O):Md(x—§)5(y—C)6(y—g), (128)

cuyas condiciones de borde son de cero concentracién para puntos alejados a una distancia infinita de la fuente,
C (£00, £00, £00,t) =0, es

. o |- E= =" (=< (129)
(4rt)*’* \/D,D,D, 4Dt 4Dyt 4Dt |’
Notar que M en las ecuaciones (116), (127) y (129) tiene unidades de masa por unidad de largo, masa por unidad de

area y masa por unidad de volumen, respectivamente. Asimismo, la concentracién decae de manera distinta dependiendo
de las dimensiones consideradas para estudiar el fendmeno, lo que se desprende de las siguientes expresiones

C (x7 y’ Z7t) =

1 1 1
C(x,t)ocm, C(fL‘,y,t)O(;, C(a?,y,z,t)ocm, (130)
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Figura 33: Experimento ilustrando el proceso de difusion molecular.

obtenidas de las ecuaciones (116), (127) y (129). Fisicamente, estas relaciones implican que el decaimiento de la con-
centracién (en un punto del espacio a medida que pasa el tiempo) es mds rdpido cuanto mas dimensiones contemple el
proceso difusivo.

13. Dispersion

En los flujos medioambientales existen gradientes espaciales de velocidad debido, entre otras razones, a la condicién
de no deslizamiento en los bordes sélidos. En un campo de velocidades no uniforme, la pluma de una especie (soluto o
contaminante), se advecta a diferentes velocidades, haciendo que se extienda longitudinalmente en forma mds rdpida que
una nube liberada en una corriente uniforme. La adveccién diferencial del medio aumenta la difusividad efectiva, fenémeno
que se conoce como dispersidn por corte (shear dispersion), o dispersién de Taylor en honor al fisico y matematico Sir
Geoffrey Taylor (1886-1975). La expresién matemadtica de este fenémeno es

oc 0 oC

donde en presencia de flujos con variaciones espaciales en el campo de velocidad, usualmente D < ¢ < K, es decir, la
dispersién de Taylor domina por sobre la difusién turbulenta y molecular. La dispersién de Taylor surge de representar un
flujo tridimensional en dos dimensiones, o de manera andloga, un flujo bidimensional en una dimensién. Es decir, cuando
un flujo se representa en menos dimensiones que las que realmente ocupa. Por ende, es un artefacto matematico que surge
de reducir las dimensiones para simplificar el problema real. La ecuacién de dispersién para un flujo incompresible es

%:V{K'VC’), (132)
ot

donde K corresponde a un tensor que incluye los coeficientes de dispersiéon por corte y su dimensién dependerd de a
cuantas dimensiones se estad reduciendo el problema tridimensional. En cuerpos de aguas naturales, la dispersién de un
contaminante ocurre producto de campos de velocidad no uniformes, como se muestra en la Figura 34, adaptada de
Kilpatrick (1993). Inicialmente, la distribucién de concentracién de un trazador vertido en el medio del rio es dominada
por la mezcla lateral hasta que alcanza el borde. Como consecuencia de la variacién de velocidad a lo ancho del rio, en
la medida que el trazador avanza, se advecta mas lentamente en el borde y mas rapido en el centro del rio. A grandes
distancias, la concentracién deja de ser uniforme en la seccién y cubre mayor distancia a lo largo del rio, proceso que se
conoce como dispersion.

14. Reaccidn

La reaccidn es un proceso en el cual dos o mas sustancias llamadas reactantes, transforman su estructura molecular
y enlaces, generando otras sustancias denominadas productos. Existen reacciones de tipo quimico, fisico, bioldgico o
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Figura 34: Dispersion de un trazador en un rio. El color rojo representa la concentracién maxima en cada punto.

socioldgico, entre otros. La ecuacién de reaccién para un flujo incompresible es

oC
— =R(C 133
= R(C), (133)
donde R (C) define la naturaleza del proceso reactivo. Un ejemplo muy sencillo lo constituye una reaccién de primer
orden, que es aquella donde la velocidad de la reaccién es directamente proporcional a la concentracién de la sustancia.
Este tipo de reaccién estd gobernada por la expresién

R(C) = —kC, (134)

donde K representa una constante de decaimiento y tiene unidades de [C’T*I]. Si por simplicidad consideramos que la
concentracién es sélo funcién del tiempo (y no del espacio) y que x no es funcién del tiempo, para este tipo de reaccién
podemos usar la técnica de separacién de variables e integrar

C t
dc /
= k| at, 135
e 5 (135)

donde Cy corresponde a la concentracidn en el instante inicial ¢g. Luego de aplicar la exponencial, se obtiene la siguiente

expresion
C(t)=Coexp[—k (t —t9)], (136)

que indica que para k > 0, la concentracién disminuye exponencialmente en el tiempo y para k < 0 existe un aumento
exponencial de la sustancia. En este caso, el proceso es no conservativo. Si kK = 0 no existe reaccién y la concentracién
permanece constante y el proceso es conservativo. Una reaccién de primer orden permite modelar varios procesos fisicos,
como el decaimiento de material radiactivo o de las aguas servidas vertidas al mar. Los procesos reactivos pueden ser
muy complejos y actuar en diferentes escalas espaciales y temporales.

A modo de ejemplo, algunos fenémenos de reaccidn asociados a un vertido de petréleo son la emulsificacién (mezcla del
agua dentro del petrdleo), la evaporacién (volatilizacién de la fracciones ligeras del petréleo), la biodegradacién (micro-
organismos degradan el petrdleo, generando compuestos sencillos), la disolucién (mezcla de componentes solubles entre
el petrdleo y el agua de mar), la fotooxidacién (alteracién superficial por efecto del sol) y la sedimentacién (precipitacién
hacia el fondo marino).

Figura 35: Solucion de la ecuacién de reaccion en funcién del tiempo, para diferentes constantes de decaimiento.
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Figura 36: Ejemplos de procesos de mezcla donde se superponen los efectos de adveccion, reaccion y difusion.

El vertido de aguas servidas al mar, por su parte, es un proceso en el cual se efectia un tratamiento primario, de cardcter
fisico, y luego se vierte el fluido remanente en el mar mediante un emisario submarino. El principio tras esta técnica es
que el aguas salina del mar degradard el efluente -constituido entre otras sustancias por material bioldgico de las heces
cuyo ambiente natural es el agua dulce- si se garantiza que la solucién considera un buen disefo de los difusores del
emisario.

15. Advecciodn, difusién y reaccion

Los procesos de adveccidn, difusidén y reaccidon coexisten en la mezcla de un contaminante en un cuerpo de agua.
Algunos ejemplos donde se superponen estos procesos se incluye en la Figura 36. Para evaluar importancia relativa de la
adveccién y la difusién en un contaminante conservativo (sin reaccién) se utiliza el nimero de Péclet, que relaciona la
velocidad del flujo y la velocidad de difusiéon mediante la expresion

pe=1Y _ pese (137)

Dy
donde L es una longitud caracteristica donde se mezcla el contaminante, Vg es una velocidad caracteristica, Dy es la
difusividad mdsica, Re es el nimero de Reynolds y Sc el niimero de Schmidt. Este nimero adimensional debe su nombre
al fisico francés Jean Claude Péclet (1793-1857). Para Pe < 1, la difusién es dominante, para Pe >> 1 la mezcla estd
dominada por adveccién y para Pe ~ 1 ambos procesos son importantes. Si la velocidad del flujo es alta, la pluma del
contaminante no tiene un tiempo suficiente para difundirse en el punto de medicién (situado a una distancia Ly del
punto de inyeccién de contaminante) y por lo tanto domina la adveccién. Por el contrario, si el flujo es relativamente
lento, la difusién tiene suficiente tiempo para evolucionar y se convierte en el proceso dominante. Una manera simple de
comprender la importancia relativa entre la adveccidn y la difusidn, es recurrir a la adimensionalizacién de la ecuacién de
adveccién difusién
oc 0 0 aC
(v5)

o T as O = 5.\ Pas

(138)
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Figura 37: Modelacion de una fuente continua proveniente de un mdédulo de acuicultura en el Canal Chacao, Chile. En
rojo se ilustra la forma de la concentracién, claramente dominada por adveccion. Gentileza de Ignacio Sepilveda.

considerando los siguientes escalamientos

Ly . R .
t= ?Ot, z = Lo#, u = Vo, C =0y, D = DyD, (139)
0
donde las variables con tongo son adimensionales y las constantes con subindice responden a valores caracteristicos del
proceso de mezcla. Utilizando la regla de la cadena se obtienen las derivadas espacial y temporal son
o Vo 0 1 0

o_no g_19 14
ot~ Loot’ Y 9z Lo 07 (140)

Combinando estas expresiones, se obtiene una expresién adimensional

u

aoC a(

. 1 0 (.00
- C D
of oa )

= —— — 141

Pe 0% or )’ (141)
donde las derivadas son todas de orden O (1) y la importancia relativa de cada término viene dada por los nimeros
adimensionales que se les anteponen (en este caso, sélo en la difusién). Si la adveccién domina el proceso, entonces
Pe > 1y la ecuacién de adveccién-difusién se reduce a la de adveccién

oC 0 /.~
5t 5 (uc) —0. (142)
Por ejemplo, la Figura 37 ilustra el vertido de un contaminante conservativo en el canal de Chacao, donde la velocidad
media es Vy = O (10° m/s), la longitud tipica donde se mezcla el contaminante es de Ly = O (10* m) y la difusividad
medida in situ es de Dy = O (10° m?/s) es claramente dominado por adveccién, con Pe = O (10%). En este caso el
proceso de mezcla podria ser modelado mediante la ecuacién de adveccidn, sin incurrir en grandes errores. En aplicacio-
nes de mecanica de fluidos ambiental, el nimero de Péclet habitualmente tiene valores elevados, lo que implica que la
adveccidn es el proceso dominante.

Para difusion térmica, el nimero de Péclet se define como

LV
P€:7:R€P’r (].43)

donde « es la difusividad térmica definida como a = k/pcp, siendo k la conductividad térmica, p la densidad del fluido,
¢p la capacidad calorifica a presién constante y Pr el nimero de Prandtl. La analogia entre los procesos de difusién de
masa y de calor es directa (e.g. Narasimhan, 2009).

15.1. La ecuacion de ADR

Una primera aproximacién para modelar estos tres procesos es asumir que son independientes y que por tanto se pueden
sumar (en estricto rigor, se asume que los flujos advectivos y difusivos son independientes entre si, e independientes de
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la reaccién). En una dimensién, la ecuacién de adveccién-difusién-reaccién (ADR) resultante

oc 0 0 oC

— 4+ — (uC)=— | D— R(C 144

8t+8x( ) ﬁx( 3x>+ (©) (144)
es una ecuacién diferencial en derivadas parciales que permite predecir la concentracién de sustancias contaminantes
C(zx,t). Para su solucién se requieren de condiciones iniciales y de borde. En términos vectoriales, la ecuacién de
adveccion-difusidn-reaccidon se escribe como

oC

E—FV-(VC’):V(D-VC’)—#R(C), (145)
expresion a partir de la cual se pueden encontrar soluciones mas simples para campos de velocidad, reacciones de diferente
orden y coeficientes de difusién isotrépicos y/o constantes en el espacio.

En algunos casos muy sencillos existen soluciones analiticas que permiten validar algoritmos. Por ejemplo, en el flujo
tridimensional con una velocidad V = (u, v, w) = (u,0,0), con una difusividad constante e isotrépica (D, D,, D, = D)
y una reaccién de primer orden dada por una constante de decaimiento x, la ecuacién de gobierno es

oc | oc _ (oC oC oY
Yor = 0x2  Oy? 022 e

ot ox (146)

Para una fuente puntual donde se vierte una masa M centrada en (z,y,2) = (£,(,s) en el tiempo t = 0, la solucién
resulta de una combinacién de las soluciones 99 para la adveccién, (129) para la difusién y (136) para la reaccién:

(=g -ut)’+ ="+ (=)
1Dt

M

C(z,y,z,t) = W exp exp (—xt). (147)
El término M/ (47TDt)3/2 representa la concentracién maxima en el centro de la pluma. La primera exponencial representa
la distribucién espacial de la pluma que resulta de la accién conjunta de la adveccién y la difusién. Nota que el efecto
de la adveccidn resulta en un desplazamiento hacia la derecha de la nube de concentracién. La segunda exponencial
representa el efecto de la reaccidén y puede redundar en una pérdida progresiva de la masa total del sistema, en caso de
que k > 0, o en un aumento de la misma para k < 0. Para k = 0, la masa total del sistema permanece constante y el
proceso es conservativo.

15.2. Diferencias entre la ecuaciéon de ADR y la ecuacién de momentum

El uso de modelos analdgicos es dtil para efectuar paralelismos entre fendmenos diferentes pero que atienden a
ecuaciones de gobierno similares. En el caso de los procesos de mezcla existen fenémenos (como la difusién) que siguen
relaciones equivalentes a las del momentum y otros (como la adveccién) que se comportan de manera muy distinta. Para
ilustrar esta idea veamos un ejemplo donde el fluido es isotrépico. La ecuacién de adveccién-difusién-reaccién

oC
5 TV VC= DV?C + kC, (148)
tiene una forma similar a la de momentum
oV 1
§+V~VV:—;Vp+VV2V+g. (149)

pero comportamientos disimiles en su fisica. La diferencia elemental entre ambas radica en que la primera representa la
conservacién de la masa de un agente (un escalar) y la segunda representa un balance de fuerzas (un vector), es decir,
atienden a magnitudes diferentes. El término advectivo es esencialmente distinto pues en la ecuacién ADR, V - VC
es lineal y permite superposicién de soluciones, en tanto que en la de momentum, V - VV es nolineal, lo que tiene
consecuencias en la fisica y en los esquemas numéricos de resolucién. En concreto el término advectivo en la ecuacién
de momentum i) es responsable de la generacién de arménicos, ii) gobierna la produccién y transporte de vorticidad y
i) puede inducir inestabilidades numéricas en la solucién de ecuaciones por medio de la nolinealidad. En este caso, la
analogia entre adveccién de masa y momentum no es directa.

El término difusivo DV?2C representa la difusién de masa de contaminante en la ecuacién ADR, en tanto que vV?V
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Figura 38: Ejemplos del uso del método de las imdgenes. a) una fuente real a la derecha del borde, en x = 0, y una
imagen a igual distancia a la izquierda del mismo en x = —2L. b) una fuente real en x = 0 entre dos bordes impermeables
ubicados en © = +L. Adaptado de Fischer (1979).

representa la difusién de momentum. Ambos procesos estan relacionados a través del niimero de Schmidt, que se utiliza
para caracterizar flujos en los que hay procesos advectivos de cantidad de movimiento y masa (el andlogo al niimero de
Schmidt en transferencia de calor es el ndmero de Prandtl). Este nimero adimensional, cuyo nombre se debe al ingeniero
aleman Ernst Schmidt (1892-1975), se define como el cociente entre la difusién de cantidad de movimiento y la difusién
de masa

donde v es la viscosidad cinematica del fluido y D es la difusividad del fluido. Asi, cuando Sc se aproxima a la unidad,
es esperable que los patrones difusivos de masa y momentum sean similares.

El término reactivo en la ecuacién ADR, en este caso dada por un modelo lineal del tipo kC', puede tener un equivalente
en la friccién en la ecuacién de momentum, que puede modelarse en forma sencilla a través de un término lineal del tipo
—C¢V. En este modelo sencillo, se puede inferir por analogia con la reaccién en la ecuacién ADR, que la presencia de
un término de friccién redundarad en una pérdida sucesiva de momentum. Finalmente, en el transporte de masa no existe
un analogo a la presién o a la gravedad y es por ello que no aparecen en la ecuacién ADR.

16. Tratamiento de bordes

El tipo de condiciones de borde mas comunes utilizadas en los procesos de mezcla son i) la de Dirichlet, que prescribe
el valor de la concentracién y ii) la de Neumann, que prescribe el gradiente de la concentracién, o el flujo, en el borde.
Estas condiciones se introducen con el objeto de buscar soluciones analiticas o numéricas en presencia de bordes.

La condicién de borde tipo Dirichlet, o de primer tipo, es aquella en que se especifican los valores de la variable
dependiente en la frontera del dominio. En términos matematicos, para una ecuacién diferencial en derivadas parciales
para la incégnita y (x) sobre un dominio €2, esta condicién se escribe como

y(x)=f(x) Vxe o, (150)
donde 92 corresponde al borde del dominio.
La condicién de borde tipo Neumann, o de segundo tipo, es aquella en que se especifican los valores de la derivada de

la variable dependiente en la frontera del dominio. Para una ecuacién diferencial en derivadas parciales para la incégnita
y (x) sobre un dominio {2, esta condicién se escribe como

9
on

donde 0f) corresponde al borde del dominio y n representa el vector unitario normal a dicho borde.

() = f(z) Vz e dQ, (151)

Afortunadamente, si la ecuacién de gobierno y las condiciones de borde son lineales, como es el caso de la ecuacién de
adveccién-difusidén—reaccién, podemos recurrir al principio de superposicién de soluciones sencillas para obtener la solucién
de un problema usualmente mas complejo. Esta propiedad es (til cuando se busca una solucién analitica (aquella en que
la funcidn incdgnita tiene una expresién matemdtica explicita) en casos relativamente simples.
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Figura 39: Concentracion para una fuente cuasi puntual e instantdnea. La distribucion inicial no es un delta de Dirac,
sino una distribucién gausseana. En la imagen izquierda se ilustra un caso con bordes impermeables (tipo Neumann) que
impiden la salida del agente, por lo que la masa en el dominio se conserva. En la imagen derecha se muestra un caso
donde se impone el valor de la concentracidn (tipo Dirichlet) que promueven la salida del agente. En el infinito, la masa
desaparece completamente.

El método de las imagenes -cominmente usado en ingenieria por su simplicidad- permite encontrar soluciones analiticas
considerando una fuente ficticia (imagen) igual a la fuente real, a una distancia igual pero opuesta al borde. Por ejemplo,
para una fuente puntual e instantdnea de masa M ubicada en x = 0 que se libera en un espacio que contiene un borde

impermeable en x = —L como en la Figura 38a, la solucién analitica viene dada por
M 22 (z +2L)*

C(x,t) = —— - - 7, 152

@8 = 57 1 &P { 4Dt} e 4Dt (152)

donde se ha asumido que el coeficiente de difusién es constante. El primer término corresponde a la fuente real y el
segundo a la imagen, ubicada a una distancia equivalente pero opuesta al borde que la fuente real, z = —2L . Ambas
fuentes generan flujos iguales en magnitud pero opuestos en sentido en el borde, de modo que el flujo neto es cero
(condicién tipo Neumann). La Figura 38b, por otra parte, muestra el caso de un dominio con dos bordes impermeables,
en el cual el método de las imdgenes se traduce en infinitas fuentes ficticias que garantizan un gradiente nulo en las
paredes.

Si, por el contrario, la misma fuente se libera en un espacio donde la concentracién es nula en © = —L (condicién tipo
Dirichlet), entonces la solucién es

M x? (z +2L)
Cl(x,t) = — e =vi - 153
1= oo ] o[22, 59
donde la imagen es negativa y la suma de ambas contribuciones es nula en © = —L, esto es C (—L,t) = 0.

Cuando el problema tiene una geometria compleja, el método de las imagenes no es aplicable y debe recurrirse a soluciones
numéricas donde los bordes se definen localmente mediante las expresiones (150) y/o (151). En la Figura 40 se muestra
la solucidn a la ecuacién de difusién en dos dimensiones, implementada mediante diferencias finitas obtenida del ejercicio
«Method of images for 1-D difussion», en Winckler (2010).

17. Advecciodn, difusién y reacciéon en régimen turbulento

La difusidn turbulenta es un proceso de difusidn por el cual las sustancias se mezclan debido a la presencia de remolinos
(eddies) que pueden variar en tamafio desde la escala de Kolmogorov a sistemas subtropicales. En esta seccién se deriva
la ecuacién de difusién en un régimen turbulento y se discute una procedimiento para estimar el coeficiente de difusién
turbulenta utilizado de manera convencional en levantamientos oceanograficos.
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17.1. Derivacién

Por simplificacién, derivaremos la ecuacién en una dimensién y recurriremos a la descomposiciéon de Reynolds, que
como se comenté en la seccién 10, es una técnica matematica para separar el promedio de las fluctuaciones de una
cantidad. Descomponiendo la velocidad y la concentracion

u(z,t) =a(r) +u' (2,1), C(z,t) = C () + C' (a,1), (154)
donde por definicién
1 T B 1 [T
u(zx) = —/ u (x,t) dt, C(x)= —/ C (x,t) dt, (155)
T J T J
Introduciendo estas definiciones en la ecuacién de adveccidon-difusion
oC 0 0 oC
da C ! 0 oC oc’
oC 9C" 0 , — o = oc cry _
2 " o +%(uc+uc +u'C+u'C) 52 \Pa-+ D5 | =0 (157)

En adelante, iremos paso a paso para facilitar la comprensién de la derivacién. Tomemos primero el promedio temporal
de esta expresidn

ot T o Ton o2 \ "o T o (158)

Puesto que el operador promedio es lineal (155), podemos separar su aplicacién para cada término. Ademds, si se considera
un volumen de control fijo en el tiempo, se puede introducir dentro de las derivadas. Con ello obtenemos la expresién

— r (" l
I (uC +uC’ + w'C +w'C') — 9 (DaOJrDaC ) =0

oac 9" 9 —= — — 9 [ aC _oC"
— — - = — =0. 1
o+ G+ 5 (W T+ W T+ T ) — — [ DS+ DS ] =0 (159)
Por definicién C7 = 0, uC = aC, C = C,
1 t+T 1 t+T
T — f/ @ (2) C’ (1) dt:ﬂ—/ O (1) dt = 0 (160)
T/, T
y andlogamente u/C = 0. Considerando estas expresiones en (159)
oc 0 - 0 oC (o —

Esta ecuacién requiere de un cierre (ecuacién extra), pues tiene por incégnitas C'y «/C’. Una manera sencilla de resolver
el problema es relacionar las fluctuaciones turbulentas con el gradiente de concentracién

WO = —e—, (162)

Figura 40: Solucién numérica de la ecuacion de difusién en dos dimensiones, con bordes impermeables (Neumann) en los
contornos superior, izquierdo e inferior, y concentracién constante (Dirichlet) en el borde derecho.
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y por tanto

i”wi@@=niOD+@§D’ (163)
Cabe mencionar que el coeficiente de difusién molecular D es propiedad del fluido y el coeficiente de difusién turbulento
€ es propiedad del flujo. En flujos reales, D < ¢, lo que implica que el proceso de mezcla es mucho mds eficiente en un
flujo turbulento. Puedes ver un ejemplo simple para ilustrar la diferencia entre la difusién laminar y la turbulenta cuando
haces un café en polvo en la mafiana. Si viertes el café suavemente con una cucharita en agua caliente sin generar grandes
perturbaciones en el flujo, el proceso de mezcla es lento y dominado por difusién molecular. Al revolver con la cuchara,
creas un flujo turbulento que acelera la mezcla.

En la préctica, si consideramos también la reaccidn, la expresién que se resuelve es
oc 0, 0 oC _
L 2 (uC) = = [ == R(C 164
e 10 = 57 (<5, ) + R ). (1

Nota que las ecuaciones (144) y (164) son similares en estructura pero esencialmente diferentes en cuando a la mag-
nitud que modelan; la primera modela concentraciones instantdneas y la segunda concentraciones medias. Siguiendo
el argumento de que los flujos en tres dimensiones ortogonales son independientes, podemos escribir la ecuaciéon de
adveccion-difusion-reaccién en un flujo turbulento como

oC

E+V-(V€):V-(5~V5)+R(5), (165)
que en coordenadas cartesianas para un medio anisotrépico se escribe como
ocC 0, 0 ,_ — 0, — 0 oC 0 oC 0 oC —
= 4 2 (7 (7 (75 - = = ) -~ - 7= 1
o T oz (O + 5, (00) + 5 (W0) = 5 (5"’” ax) oy (Ey ay> o (EZ 82) +R(C), (166)

expresion a partir de la cual se pueden encontrar soluciones mas simples para campos de velocidad, reacciones de diferente
orden y coeficientes de difusién isotrépicos (por ejemplo, lejos de bordes que puedan imponer restricciones al flujo en
ciertas direcciones).

17.2. Calculo del coeficiente de difusiéon turbulenta

Los procesos de mezcla son, en la mayoria de las veces, tridimensionales. En casos donde hay una clara estratificacion,
se puede asumir que la escala horizontal de la pluma de descarga es mucho menor que su espesor y por tanto aproximar
las ecuaciones a dos dimensiones horizontales

ocC 0 , — 0 , — 0 oC 0 oC —

m+&ﬂ@+®@@:%&%0+@emg+m@, (167)
donde todas las variables son evaluadas en la profundidad de estratificacién. Este es el caso de los vertidos de petréleo, que
tienen su fase liquida concentrada en la superficie, o las descargas de aguas servidas en el campo lejano, que usualmente
se encuentran a cierta profundidad para evitar que el afloramiento del material orgdnico. Esta expresién da pie a la
medicién del coeficiente de difusién usando trazadores superficiales, como la fluoresceina® o la rodamina?, como se ve
en la Figura 41 . El procedimiento es verter el trazador en la superficie y seguir la mancha con una embarcacién. En un
sistema de referencia que se mueve con la mancha ala velocidad media del flujo, la ecuacién de gobierno se reduce a

oC 0 oC 0 oC
o () Yoy () ee)

donde se asumen que en la escala de tiempo donde ocurre el proceso de mezcla, la reaccidn es despreciable. La solucién
se obtiene a partir de la ecuacién (127)

C(z,y,t) S yQ] : (169)

M
= ———ex
4mt, [E ey P de,t 4deyt

ILa fluoresceina es una sustancia colorante organica insoluble de color amarillo perteneciente al grupo de las xantinas que produce un color
fluorescente verde intenso en soluciones alcalinas (con pH mayor a 7). Cuando se expone a la luz, la fluorescencia absorbe ciertas longitudes de
onda y emite luz fluorescente de longitud de onda larga. (https://es.wikipedia.org/wiki/Fluoresceina). La fluoresceina es ampliamente usada
en mecanica de fluidos experimental como trazador.

2|.a rodamina es el nombre de una familia de compuestos organicos heterociclicos fluorescentes, basados en el xanteno. Se utilizan como
colorantes y como medio amplificador en los ldseres de colorante. También se utilizan a menudo como un tinte indicador en el agua para
determinar el volumen, la velocidad y las direcciones de flujo y transporte. (https://es.wikipedia.org/wiki/Rodamina)
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Figura 41: Vertidos de rodamina en a) un curso de agua menor y b) en el océano (gentileza de Cristidn Espejo).

Miremos ahora la funcién de densidad de probabilidad gaussiana para el caso bidimensional

f o y) = ——ex o)’ o) (170)
’ 2mo L0y o2 02 ’

Comparando ambas expresiones se obtienen las relaciones
2t\[E0€y = 050y, pe =0, ty = 0. (171)

Si el proceso de difusién es isotrépico, los coeficientes de difusidn en ambas direcciones son idénticos. Por tanto, la
primera relacién se reduce a
2t = 0. (172)

Esta expresion es Gtil para estimar los coeficientes de difusion del contaminante en el agua. La relacién entre el cuadrado
de la desviacién estandar de la concentracién y el tiempo es lineal, lo que significa que mediante la medicién de las
dimensiones de la mancha, el coeficiente de difusién € puede calcularse mediante el ajuste de una regresién lineal a un
serie de las mediciones de (af,ti), cuya pendiente es 2¢.

Para calcular las dimensiones de la pluma debe hacerse un supuesto préctico, ya que la dimensién tipica de la mancha se
obtiene por medio de observaciones visuales con un error inherente a la definicién del contorno. Se asume, por ejemplo,
que la distancia entre el borde y el centro de la pluma (esto es el radio caracteristico R) estd relacionada con la desviacién
estadndar 0 mediante la expresién R = 20. Para obtener el radio, se mide el drea de la mancha A y se obtiene el didmetro
mediante la expresién R = \/A/m, suponiendo que la zona es circular. Es claro que estos supuestos son arbitrarios y
afectan el valor del coeficiente de difusién. Asimismo, este procedimiento no es vélido para procesos de mezcla que se
dan en el espacio tridimensional, ni en flujos cuasi bidimensionales, pero que experimentan afloramientos de agua debido
a vértices.

Para ilustrar este procedimiento en un caso practico, adjuntaré en clases el documento Winckler (2010). La Figura 42a
ilustra como la difusividad es menor en la medida que el soluto (o efluente) tiene mayor salinidad y la Figura 42b muestra
como la mezcla es més eficiente si el solvente (o cuerpo de agua receptor) estd a mayor temperatura.

17.3. Ejemplo de mezcla en aguas someras

Debido a la irregularidad de la geometria de los cuerpos de aguas donde se mezclan los contaminantes, no es posible
obtener soluciones analiticas para la ecuacién de adveccidn-difusidn-reaccion. Por ello es necesario usar técnicas numéricas
para hallar una solucién aproximada a las ecuaciones de gobierno. En el caso de un proceso de mezcla de un contaminante
pasivo en aguas someras, se debe primero calcular el patrén hidrodindmico del cuerpo receptor mediante, por ejemplo,
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Figura 42: Tamafio de una mancha en funcion del tiempo siguiendo la relacién 0? = 2¢t en un experimento como el
ilustrado en la Figura 33. a) muestra el tamafio para diferentes concentraciones de sal un soluto de agua y anilina. b)
ilustra el el tamano para diferentes temperaturas del solvente, en este caso agua.

las ecuaciones no lineales de onda larga (seccién 25.3.7)

on Op  Iq

on ., o 99 _ .

5t+3x+6‘y 0, (173)
op 0 (p? 0 /pq on
3t+8o:(H)+8y(H>+gHax_wa’ (174)
00, 0 (my, 0 (@), gon_

donde 7 (z,y,t) es la desnivelacién instantdnea, h (z,y) la profundidad batimétrica, H = n + h la profundidad total,
p(z,y,t) y q(z,y,t) los flujos integrados en la vertical en direcciones x e y, respectivamente. Los términos »_ fo y >~ f,
representan la suma de fuerzas externas debidas al viento, a los gradientes de presién atmosférica, a la friccién de fondo,
al efecto de Coriolis, a la turbulencia y al oleaje, entre otras (seccién 25.3). Conocidos entonces los flujos p y ¢, podemos
resolver la ecuacién de conservacién del contaminante

oC  aC aC 10 [ _oC 19 [, _0oC

donde C es el valor promedio integrado en la vertical y los coeficientes de difusidn turbulenta representan valores integrados
en la vertical. Su derivacién es explicada en forma rigurosa por Rutherford (1994).

17.4. Ejemplo de emisarios de descarga

Un emisario submarino es una tuberia mediante el cual se bombean diferentes tipos de efluentes para conducirlos a
una profundidad y distancia de la costa que promueva un proceso de mezcla eficiente. Para el caso de las aguas servidas,
los emisarios tienen el objetivo de reducir los coliformes mediante tres procesos fundamentales: i) la dilucién inicial, ii) la
difusién horizontal vy iii) el decaimiento de coliformes. El dltimo proceso, de carécter reactivo, se debe a que las bacterias
fecales mueren gradualmente debido a la luz ambiente, la salinidad, los nutrientes y las interacciones ecoldgicas con otras
especies.

Un emisario usualmente termina con un difusor, constituido por portas (boquillas) que facilitan la difusién del agua
en el cuerpo receptor. La ubicacién del difusor deben garantizar que la pluma de descarga llegue a la costa con una
concentraciéon menor a la aceptable por normas especificas, y se determina mediante modelos matematicos de adveccidn,
difusién y reaccién que se alimentan con mediciones in situ.

La Figura 43 ilustra un modelo fisico de una descarga de boyantes positiva, similar a la de una descarga de aguas
servidas, en la que se muestra los complejos patrones hidrodindmicos y de mezcla. En el campo cercano, el proceso
de mezcla estd dominado por la boyantes y el momentum de la descarga. El efluente se denomina activo pues genera
modificaciones en el patrén hidrodindmico del medio. En el campo lejano, el proceso de mezcla estd dominado por las
corrientes ocednicas, que pueden ser forzadas por vientos, mareas, oleaje o gradientes densimétricos, entre otros. En esta
zona el efluente se denomina pasivo pues genera modificaciones en el patrén hidrodindmico del medio. En la Figura 43 se
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Figura 43: a) Modelo fisico de una descarga de boyantes positiva, similar a la de una descarga de aguas servidas, donde

se notan dos regimenes claramente definidos (Fuente: Experimento por Gerhard Jirka). b) Emisario de descarga de aguas
servidas en Delrey Beach, Florida, descargando a boca llena, sin difusores, del orden de 15 a 20 millones de galones al dia
(Foto tomada por Steve Spring, disponible en Marine Photobank). ¢) Faena de lanzamiento de el difusor de un emisario
submarino.

muestra también una imagen de un emisario descargando a boca llena y el lanzamiento del difusor de HDPE (polietileno
de alta densidad) constituido por risers y dos boquillas horizontales que descargan en sentido transversal al eje emisario.
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Parte IV
Introduccion a las diferencias finitas

En esta parte se introducen aspectos fundamentales de la resolucién de las ecuaciones mediante diferencias finitas. Se
utiliza la ecuacién de adveccién-difusidén-reacciéon como excusa para ejemplificar conceptos de modelado numérico tales
como discretizacidn, estabilidad y convergencia. Esta eleccidn se basa en que la ecuacidn es lineal y por ende facilita
la asimilacién de estos conceptos. Asimismo, los procesos fisicos que gobiernan la mezcla son relativamente simples y
pueden también ser utilizados como analogia para explicar otros fenémenos como la difusién de momentum, que aparece
en alguna de las versiones simplificadas de las ecuaciones de Navier-Stokes. En este texto sélo presento esquemas de
modelado en diferencias finitas bajo el Gnico argumento que son a los que mas he estado expuesto. El lector debe estar
consciente de que existen técnicas como los volimenes finitos, los elementos finitos, los problemas de contorno (boundary
value problems) o los métodos SPH (smooth particle hydrodynamics) que ofrecen alternativas a las diferencias finitas.
Esta parte puede complementarse con el texto introductorio de Moin (2010).

18. Componentes de un problema de mecanica de fluidos

Antes de comenzar con esta materia, cabe preguntarse por qué necesitamos utilizar métodos numéricos para resolver
las ecuaciones que describen los procesos fisicos de interés (e.g. ecuaciones de conservacién de la masa, momentum y
energia; ecuacién de adveccidn, difusién y reaccién). La primera razén es que mediante su resolucién podemos conocer el
comportamiento de la funcidn objetivo en el tiempo y en el espacio; comportamiento que no es siempre claro cuando la
funcidn estd expresada en forma diferencial. La segunda razdn es que, en gran parte de los problemas reales, no es posible
encontrar una expresidén analitica de la funcién objetivo utilizando métodos de integracién en el mundo continuo. Ello
se debe, entre otras razones, a que i) el medio sobre el cual ocurren los procesos fisicos es irregular, ii) las condiciones
iniciales y de borde son complejas vy iii) los pardmetros utilizados en las ecuaciones pueden no ser constantes en el tiempo
o el espacio.

Los elementos necesarios para encontrar una solucién numérica a un problema en mecdnica de fluidos en general (y en
problemas de procesos costeros en particular) son los siguientes:

= Un modelo matematico que comprende las ecuaciones de gobierno para resolver la funcién objetivo, condiciones
iniciales, condiciones de borde, las dimensiones del problema (1D, 2D o 3D), el sistema de coordenadas y el nivel
de aproximacién adecuado al problema.

Por ejemplo, en el problema de la difusién en 1D con coeficiente de difusién constante y coordenadas cartesianas,
la ecuacién de gobierno para resolver la funcién objetivo C' (x,t) es

oC 0%C
— =D-— 1
5 92 a<x<b, t>0, (177)
sujeta a la condicién inicial
C (z,0) = F(x), a<z<b, (178)

donde F' es una funcién arbitraria que no depende del tiempo, y dos condiciones de borde
Clah=Gw), v ChH=HE, t>0, (179)

donde GG y H son también funciones arbitrarias que no dependen del espacio. La exactitud de la solucién numérica
de este sistema dependerd de la malla numérica y del esquema de discretizacién utilizado.

= Una malla numérica que corresponde a una discretizacién del dominio geométrico donde se resuelve el modelo
matematico. Existen mallas estructuradas, mallas estructuradas con submallas de diferente resolucién o forma y
mallas no estructuradas como se ilustra en la Figura 44, ademds de métodos numéricos de tipo lagrangiano donde
no se utilizan mallas, como los SPH (smooth particle hydrodynamics). Existen asimismo, mallas que se adaptan
en funcién de los gradientes de la funcién objetivo (adaptative mesh refinement) y que son utilizadas, por ejemplo,
para el modelado de tsunamis en el campo lejano.
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a) b) c) e)

Figura 44: Tipos de mallas utilizadas para discretizar el dominio espacial. a) malla en coordenadas cartesianas, b) malla
regular, ¢) malla rectilinea, d) malla curvilinea y e) malla estructurada con submalla de diferente forma.

= Un método numérico, entre los que destacan las diferencias finitas, volimenes finitos, elementos finitos, boundary
element methods, esquemas espectrales y combinaciones de éstos.

= Un algoritmo, que es una serie finita de pasos a realizar siguiendo el esquema de discretizaciéon en un orden
especifico, y que se escribe en un lenguaje de programacion.

Una buena analogia al algoritmo es una receta de un pastel. En primer lugar, en la receta se presentan los ingredientes
y herramientas necesarias, lo que en el algoritmo corresponde a la inicializacién de las variables. Luego en la receta
se describe una serie de pasos a seguir hasta alcanzar el producto final, entre los que estdn la mezcla de los
ingredientes, el uso del horno y la disposicién de la cubierta con chocolate, por ejemplo. En el algoritmo esta etapa
corresponde a la resolucién de las ecuaciones, el almacenamiento de los datos, la visualizacién de los resultados y
el cierre del algoritmo. Durante la elaboracién de pastel se requiere de procesos iterativos que tienen una directa
analogia con el algoritmo: se debe revolver sistemdticamente la masa hasta alcanzar una mezcla homogénea, lo que
en el algoritmo corresponderia a una iteracién, mediante ciclos for o while, hasta alcanzar un criterio de término
asociado normalmente a una tolerancia de célculo, al fin del tiempo de cdmputo o a los limites espaciales del
dominio.

= Un método de solucién que considera cémo resolver en el tiempo y/o en el espacio las ecuaciones discretas
(e.g. Euler, Runge-Kutta, Lax-Wendroff, Adams-Bashforth-Moulton), los métodos de factorizacién para resolver
los sistema lineales, especialmente asociados a esquemas implicitos (e.g. LU, LDU, QR) y cémo tratar los términos
no lineales, entre otros. Dada la naturaleza introductoria de este texto, en este libro no profundizamos en esta
materias.

En este texto abarcaremos la discretizacidon de ecuaciones continuas mediante el esquema de diferencias finitas. Una de
las gracias de esta técnica es que permite reemplazar un problema planteado en ecuaciones diferenciales sobre un dominio
continuo por uno equivalente en operaciones matemdticas simples (sumas, restas, multiplicaciones y divisiones) sobre un
dominio discreto (Figura 45). Puesto que el objeto de estas notas es presentar los fundamentos de el modelado numérico
en forma simple, salvo excepciones, se utilizan esquemas sencillos, mallas regulares y ecuaciones lineales unidimensionales
en coordenadas cartesianas. Para simplificar la notacién, definimos la siguiente equivalencia entre las funciones continuas
y discretas:

C (z,y,2,t) — Clijk)s (180)
Para una sola dimensién espacial omitiremos el paréntesis en el subindice:
C (z,t) — Cy. (181)
La coordenada espacial se discretiza como
zvi=a+(@—-1)Az, con i=1,.,.N y Az= %, (182)

donde los bordes corresponden a 1 = a y xy = b. El tiempo se discretiza como

tr=(r—1)At con 7=1,..,T, (183)

donde el nivel 7 se refiere a la informacién conocida en el presente. Asumimos por simplicidad que Az y At son constantes.
El modelo matematico de un problema en el tiempo y espacio se puede graficar en un plano x —t¢ como el de la Figura 45.
Como veremos en adelante, el pasar de ecuaciones continuas en derivadas parciales a ecuaciones discretas implica resolver
operaciones bésicas (sumas, restas, multiplicaciones y divisiones), lo que simplifica el cédlculo. En contraste, al resolver
un problema discreto sélo se obtiene una aproximacién discontinua de la funcién objetivo en el tiempo y el espacio.
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Figura 45: El modelo matematico de la difusion consistente en una ecuacion de gobierno en derivadas parciales, condiciones
iniciales y de borde en un dominio continuo como el de la izquierda, puede aproximarse a una ecuacion de gobierno,
condiciones iniciales y de borde en diferencias finitas en un dominio discreto como el de la derecha.

19.

En esta seccién se derivan las expresiones utilizadas en la discretizacién de las ecuaciones de conservaciéon mediante
diferencias finitas. La aproximacién se basa en la serie de Taylor (seccién 29.2), que corresponde a una suma de potencias
enteras de polinomios como (z—a)™ que se calcula a partir de las derivadas de la funcién para un punto a suficientemente
derivable y un entorno sobre el cual converja la serie. En términos matematicos, la serie de Taylor tiene la siguiente
expresion

Expresiones aproximadas de derivadas

F@)= o)+ 0 @) Eo D g (@ T2 5 g ) BT (184)

n=0

donde (™ = O™ f/0x™. Esta aproximacién de funciones tiene por ventaja que la derivacién e integracién se puede realizar
término a término mediante operaciones triviales. Las funciones que tienen una singularidad no pueden ser aproximadas
por una serie de Taylor en cuyo caso se puede recurrir a las series de Laurent.

En la presente derivacién utilizamos una versién sutilmente diferente de la serie de Taylor, buscando relacionar el funcién
en un punto x respecto de los puntos colindantes. Para ello se asume que la funcién f (x) y todas sus derivadas son
conocidas. Usando la expansién de Taylor para dos puntos ubicados en f (x + Az) y f (xz — Az)

f+Az)=f(2)+ fO () oz + P (2) AT”JZ o+ 7D (2) m +0 (f(”) (z), Ax") : (185)
Flo— Ag) = £ ()~ D (2) B £ (2) B - g 0D () EE iyt 0 (400 (), 807) - (186)
2 (n—1)! ’ ’

donde O (f(”) (z) ,Aw”) representa el orden del error de aproximacién de la solucién, que depende del valor de la
derivada evaluada en el punto de referencia f(™ (x) y del tamafio de la grilla Az. Cabe mencionar que signo del error es
irrelevante, pues no sabemos a priori si la aproximacion es por exceso o defecto. Puesto que las derivadas son continuas
y su valor acotado, suele sélo considerarse el tamafio de la grilla en la expresién del error, i.e. O (Az™). En el caso de
ecuaciones con dependencia temporal o espacial, el error se expresa de forma O(Axz™, At™). En lo sucesivo se presenta
la derivacidén para derivadas de primer, segundo y orden n.

19.1.

Las derivadas de primer orden aparecen de manera natural en las ecuaciones utilizadas en mecanica de fluidos. Para
su discretizacion se pueden utilizar diversas expresiones que se traducen en diferentes errores en la aproximacién de la
ecuacién diferencial. Para la diferencia avanzada (progresiva, adelantada, posterior o forward difference), la primera

Derivadas de primer orden
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derivada se obtiene de reescribiendo la ecuacién (185) como

F0) () = LEF AA‘T; 1@ oA, (187)

En este esquema, la primera derivada tiene un error en la aproximacién de O (Az) y requiere de un stencil (o arreglo) de
dos puntos en el espacio (Figura 46). Para la diferencia retrasada (regresiva, atrasada, anterior o backward difference),
la ecuacién (186) se escribe como

FO () = @) - fA(f ) O (Az), (188)

que tiene un error en la aproximacién de O (Ax) y considera un stencil de dos puntos en el espacio (Figura 46). Para la
diferencia centrada, se resta (186) de (185) para obtener

flz+Az) = f(z— Oz) =2fD (2) Az +2f) (2) A?)—fg + ... (189)
que dividiendo por Az, da
FO () = fla+ AI%;; (z —Az) O (Az?). (190)

Esta expresion tiene un error en la aproximacién de O (AzZ) que -dado que Az es pequefio- es bastante menor que
el O (Ax) obtenido para las diferencias avanzadas o retrasadas. El aumento de exactitud de la diferencia centrada se
logra a costa de utilizar un elemento mds en el stencil de cémputo(Figura 46). Se pueden obtener expresiones de mayor
exactitud para la primera derivada, como la siguiente (Moin, 2010)

_ —f(@+202) +8f (v + Ax) —8f (x — Aw) + f(x —2Az)

AD O(Ax?). (191)

FARNED)

En este caso, el stencil espacial abarca 4 puntos, pero cubre espacialmente 5, pues el punto central no se considera en el
célculo (Figura 46). En general, la exactitud de la aproximacién de la derivada depende de i) la cantidad de términos en
la expansién de Taylor y i) el tamafio de la grilla.

19.2. Derivadas de segundo orden

Las derivadas de segundo orden también aparecen en las ecuaciones de conservacién, como por ejemplo, en la ecuacién
de difusién o el término de viscosidad turbulenta en las ecuaciones de momentum (78,79). La discretizacién de estos
términos se puede hacer de diversas formas. Por ejemplo, para la diferencia centrada, se suma (185) y (186)

ot 80) + f (o= Ow) = 2f (2) 427 (2) B 126 ()

. (192)

que reordenando y dividiendo por Az?, da

Esta expresién tiene un error en la aproximacién de O (AxQ) y también requiere de un stencil de tres puntos en el
espacio. Cabe mencionar que si la ecuacién diferencial tiene derivadas espaciales de diferente orden, la discretizacién de
cada término debe ser consistente, es decir, debe tener el mismo orden de aproximacién del error para cada término. Por
ejemplo, en la ecuacién de adveccién difusion

oC oC 0?C

— t+u—=D—, (194)

ot ox ox?
el termino advectivo debiera ser resuelto con una diferencia centrada cuyo error es de orden O (A:UQ) que es consistente
con el término difusivo, que es también de orden O (A:cQ). Si se usa una diferencia avanzada o retrasada para el término
advectivo, se degrada la exactitud de la ecuacién a O (Ax), aun cuando se haga un esfuerzo computacional en resolver
el término difusivo con un orden mayor.
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El problema de las derivadas espaciales de orden superior radica en los bordes pues requieren de puntos ubicados fuera
del dominio fisico. Una posible solucién es utilizar aproximaciones de menor orden en los bordes, lo que de suyo degrada
la solucién en su vecindad. La otra alternativa es buscar expresiones en el contorno que sean consistentes con el orden
de aproximacion de la expresién al interior del dominio, lo que requiere de un trabajo algebraico suplementario.

(1) _ firr— fi :
fi' =",y — 03 —O0—O0—o——0——>
2 -1 d i+l 2
W fi—ficr
W=l 22 _0(n —O0———0—0—> ;
fi Az O (Ax) . - . ! a
-2 -1 i i+l g2
(1) _ Jir1 = fi-1 2 —O——0O——O0—>
L S G YN 2
' 20z (8% 2 Q-1 0 i+l 2
(1) _ —fir2 +8fis1 =8ficai+ fica " ——0—0"0—0—0—>
fim= 12A7 0 (Azf) -2 i1 0 i+l ie2

@ _ firr —2fi+ fiza 9 —O0—e—e—e—00—>
Ll AR T Rml o (A
fi Ax? @y i-2 -1 i i+l 42
(@) Jira—4fii +6fi —4fii + fia o—0—0—0—0—>
v]Lr - AIHL } o
X -2 -1 i i+l 42

Figura 46: Stencils utilizados para derivadas de primer, segundo y cuarto orden.

19.3. Derivadas de orden n-ésimo

Las derivadas de orden mayor son menos frecuentes pero aparecen también en algunas ecuaciones. Un ejemplo lo
constituye el término dispersivo en la ecuacién de Boussinesq (344), constituido por una tercera derivada, y que es
explicado en la seccién de modelos de oleaje. La expresién de una diferencia centrada de orden n es

£ (@) = Alxnzn:(_ni( " >f(x+ |5 -] 82), con ( ! > = k,(n”'k), (195)

=0

Por ejemplo, para ¢ = 2, la expresién anterior se traduce en

@ (2) = Alxz {(_1)0( (2) )f (x+ B —0] A:c)
+ (=1} ( f )f(x+ [31] Aa:) +(1)2< ; >f<x+ {;2} Az)} (196)

que simplificando permite obtener la diferencia centrada de segundo orden

Andlogamente, para i = 4 se obtiene la diferencia centrada de cuarto orden

£ () = flx+20z) —4f(x + Ax) +6£Si) —4f(z — Ax) +f(:c—2Am)’ (198)
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que requiere un stencil de 5 puntos en el espacio para su célculo. Esta aproximacién, lamentablemente, no incluye el
orden de aproximacién de la expresién. Para tener una visidn mds amplia de los esquemas de discretizacién, recomiendo
visitar Eberly (2015).

20. Esquemas explicitos, implicitos y semi-implicitos

En el estudio de procesos costeros, buscamos solucionar ecuaciones en derivadas parciales mediante métodos numéricos
que discretizan el espacio y el tiempo. Para ello se dispone de esquemas explicitos, implicitos y semi-implicitos, que como
veremos en esta seccidn, se determina a partir del tipo de discretizacidén. Los métodos explicitos permiten estimar el estado
del sistema en un momento posterior al actual, siendo este tltimo conocido. Los métodos implicitos y semi-implicitos, en
contraste, consideran tanto en estado actual como el posterior, que es desconocido. En términos practicos esto condiciona
el tipo de técnicas matemdticas de resoluciéon. En este capitulo introducimos diferentes esquemas mediante el estudio de
la ecuacién de difusién en una dimensidn, que por ser lineal, simplifica el andlisis.

20.1. Esquemas explicitos

Comencemos con un modelo de difusién en una dimensién donde el coeficiente de difusién se considera constante y
lo nombramos como D, = D. Para este modelo, la expresién de la difusién (110) se reduce a

oc D82C

ot T 9z
Implementemos el esquema mas sencillo de discretizaciéon numérica en el cual la derivada temporal se discretiza mediante
diferencias avanzadas

(199)

oC _ C(z,t+ At) — C(z,1)
o (2,t) = ¢ — O (At), (200)
y la derivada espacial mediante diferencias centradas
02C C(x+ Az, t) —2C (2,t) + C (x — Az, t) )

En estas expresiones se asume que los intervalos espacial y temporal son constantes. Utilizando la notacién (181), las
expresiones para las derivadas en forma discreta son

ocT _citt-cof 02C” T.1—207 +C7,

o _ 7 _ 2
T N O (A1), 52, ~—5 0 (Lz?).

Introduciendo estas expresiones en (199) da

crtl—cr b ( 1 —2C] +C7_,

=~ N ) =0 (Aa?, At), (202)

Encontramos entonces una expresion explicita para la concentracién en el tiempo 7+ 1, a partir de valores que han sido
calculados en el tiempo 7. Por simplicidad, denominemos el factor A = DAt//Ax? y aislamos el término desconocido
+1 _
cl™ =07 + A( i1 — 2C7 + C’[_l) . (203)

donde el error ha sido omitido por simplicidad. Esta expresién corresponde a un conjunto de ecuaciones lineales indepen-
dientes que pueden escribirse en forma matricial como sigue:

cytt [? ? ] CcT
ol A (1-24) A 1
crtt Y = A (1-24) A et (204)
(e A (1-24) A Ci
oyt L ? ? | C%
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Figura 47: Solucién para el problema de difusion en una dimension mediante esquemas explicito FTCS (rojo) e implicito
(azul). En el panel de la izquierda se muestra una solucién que respeta la condicién de Courant (DAt/Ax2 = 0,375)
y a la derecha una condicién que no lo hace (DAt/ Az? = 0,6()0). El esquema explicito debe respetar una restriccion
adicional entre Ax y /At que en caso de no cumplirse genera inestabilidades numéricas que no recogen la fisica del proceso
difusivo. Gentileza de Francisco Pinto, alumno de Ingenieria Civil Ocednica.

y que en forma vectorial se escribe como

{cy " =a{cy, (205)

donde los coeficientes de A son constantes. Este sistema de ecuaciones es muy simple de evaluar pues cada ecuacién es
independiente de las restantes. El uso de la expresidon matricial en este caso no es estrictamente necesario pero, como se
verd en adelante, es Gtil para los esquemas implicitos o semi-implicitos.

Cabe notar que el orden de aproximacién del esquema numérico FTCS es bastante bajo, O (AmQ, At), lo que implica que
la exactitud de la solucién aproximada es también baja tanto en el tiempo como en el espacio (aun cuando podria incluso
ser peor en el espacio). Para garantizar la estabilidad del algortimo, en la seccién 21.1 se demuestra que es necesario
cumplir la condicién
DAt 1

0< —< =
- Az?2 T2
Esta condicién se conoce como la condicién de Courant, y limita la longitud del paso temporal que es necesario elegir
una vez se ha elegido un paso espacial. En la Figura 47 se ilustra la soluciéon para el problema de difusién en una
dimensién mediante el esquema explicito FTCS (en rojo) respetando y violando la condicién de estabilidad..
La solucién de (203) requiere ademds de la definicién de condiciones iniciales, i.e.

(206)

Cd=F, VYi=1,..,N, (207)

y de borde, cuya expresién depende del problema a resolver. La solucién del algoritmo (203) es bastante sencilla, pues
se va calculando C['H a partir de valores calculados en la iteracién temporal anterior. Nota que si se usaren intervalos
irregulares, los intervalos espaciales y temporal dependerian del punto e instante en que se evaldan, esto es Ax; y At”.
La Figura 48a presenta el esquema numérico FTCS para resolver la ecuacién de difusién en una dimensién, en tanto que
la Figura 48d considera 5 elementos para calcular la derivada espacial, utilizando la ecuacién (198).

20.2. Esquemas implicitos

Implementemos ahora un esquema numérico en el cual la derivada temporal se discretiza mediante diferencias avanza-
das (200) y la derivada espacial mediante diferencias centradas evaluadas en el tiempo ¢ + 1. La gracia de este esquema,
a diferencia del FTCS, es que no tiene problemas de estabilidad numérica. La segunda derivada se escribe como

820"' C;—lel _ 20;'+1 + C;—jll

s A2 — 0 (L2?). (208)
Combinando esta expresién con (200) y (199) da
T+l _ o7 CT+1 _ 2CT+1 CT+1
S = ¢l _p (S A TCi) o (Az?, A?), (209)
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Figura 48: Esquemas numéricos para resolver la ecuacion de difusién en una dimensién. a) Esquema explicito del tipo
FTCS con derivada espacial evaluada en el tiempo 7. b) Esquema implicito con derivada espacial evaluada en el tiempo
7+1. ¢) Esquema semi-implicito con derivada espacial evaluada en el tiempo T y 7+ 1. d) Esquema explicito con derivada
espacial evaluada en el tiempo T y un stencil de 5 elementos en el espacio.

66



Para resolver este algoritmo se debe recurrir al dlgebra lineal; especificamente a la inversién (o factorizacién) de matrices.
Veamos por qué. Reutilicemos primero la definicién A = DAt//Ax? y despejemos los valores desconocidos a la izquierda
de la igualdad
T+1 T+1 T+1 _ 7

—ACTT +(1+2A4)C{™ - ACT) = C7, (210)
donde el error ha sido omitido por simplicidad. La Figura 48b presenta el esquema numérico implicito para resolver la
ecuacién de difusién en una dimensién. Esta expresién corresponde a un conjunto de ecuaciones lineales simultdneas (a
diferencia de los esquemas explicitos donde son independientes) que pueden escribirse en forma matricial como sigue:

[ 7 ? 1( it CT
—A (1424) -4 oiary T
—A (1+24) —A crtt b = cr oy, (211)
A (1424) -A cri! Ci
i ? 7 ] L ot C%

donde la primera y dltima filas indicadas con ? incorporan las condiciones de borde. Esta ecuacién se puede escribir
simbdlicamente como sigue
Ay ={oy, (212)

donde los coeficientes de A son constantes. La matriz A es tridiagonal y caracteriza ecuaciones en una dimension espacial.
El vector {C}™ " es desconocido y {C'}” es conocido de la iteracién anterior. Para sistemas en dos dimensiones espaciales
del tipo
oC 0*C 0*C
— — Dy = Dy—— =0, (213)
ot ox y
la matriz correspondiente es pentadiagonal, con las diagonales superior e inferior separadas de la tridiagonal central. Para
despejar el vector de incdgnitas en (212), se debe multiplicar por el lado izquierdo con la inversa de la matriz

(ATTA) {C} T = Ao, (214)
lo que, debido a la identidad I = A~LA, finalmente da el resultado
eyt =At{Cy. (215)

Este resultado indica que para obtener una solucién, debemos invertir la matriz A. Esta asimismo, no debe ser (exac-
tamente o aproximadamente) singular, pues en dicho caso la inversién no es posible. En la practica, la inversién de
matrices es una operacion costosa cuyo costo computacional crece exponencialmente con el nimero de elementos que la
constituyen (ver comentario al final de esta seccién). El nlimero de operaciones es una de las medidas, entre muchas, para
estimar el costo computacional de un algoritmo. Afortunadamente, en algebra lineal existen técnicas de factorizacién que
eluden la inversién de matrices. En este punto, te recomiendo que revises textos cldsicos de dlgebra donde se toca el tema
de la inversién, singularidad y los métodos de factorizacién (e.g. Strang, 2007). Por otra parte, software especializados
incorporan solvers de inversidn entre sus librerias, pues son de uso masivo en la resolucién de este tipo de problemas. Por
ejemplo, para resolver la expresién Az = b, siendo A una matrizy x y b vectores, Matlab, utiliza la expresién x = A\ b
que se basa en diferentes tipos de descomposicion.

20.3. Esquemas semi-implicitos

Podemos combinar esquemas explicitos e implicitos mediante la expresién

it -op (G -2t ot
At -D JAN 2

—20T + T,
Ax?

~D(1-0) ( 5 > =0 (L2? At), (216)

donde 0 < 6 <1 es un factor de ponderacién. El valor de 8 define el esquema numérico segtin el siguiente esquema:

» Con 6 =0, se recupera el esquema explicito (202), que es condicionalmente estable.
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= Con 0§ = 1/2, se deriva el método de Crank-Nicolson, que es incondicionalmente estable y no tiene disipacién
numérica.

= Para 6 > 1/2, el método es incondicionalmente estable pero existe disipaciéon numérica.
= Con 0 =1, se recupera el esquema implicito (209).

Reutilizando la definicién A = DAt/Ax? se tiene

—AQCTH + (14+240)CT ! — AOCTH = A(1-0)Cl_, + (1 —2A(1—0))C] + A(1—0) Cf,4, (217)
donde el error de O (Aw{At) ha sido omitido por simplicidad. La Figura 48c presenta el esquema numérico semi-
implicito para resolver la ecuacién de difusién en una dimensién. Esta expresién corresponde a un conjunto de ecuaciones
lineales simultdneas que pueden escribirse en forma matricial como sigue:

e ? 1( crtt
—A0  (1+246) —Af ortt
—Ab (14 240) —Af crtt b =
—Ab (14246) —Ad o
| ? 7] Loyt
[ ? ? ] oy
A1-6) 1-24(1-0) A(1-6) T
A(1-0) 1-2A(1-0) A(1-0) cr (218)
A(1-0) 1-24(1-6) A(1-0) Cliy
i ? ?7 ] cy

donde la primera y dltima filas indicadas con 7 incorporan las condiciones de borde. Esta ecuacidn se puede escribir en
notacién matricial como sigue
A{Cy T =B{CY, (219)

donde los coeficientes de A y B son constantes y estas matrices son tridiagonales para una dimensién y pentadiagonales
para dos dimensiones. Para despejar el vector de incégnitas en (219), procedemos de manera andloga al esquema implicito

(A7TA) {C}T = ATIB{C}, (220)
que utilizando la identidad I=A~'A, da
{C}T = AT [B{C}]. (221)

El paréntesis en corchete en esta expresién no es fortuito. La multiplicacién de [B {C}"], que corresponde a una multi-
plicacién de una matriz y un vector, da como un resultado un vector. Luego la multiplicacién A~![B {C}"] es también
una operacién entre una matriz y un vector. Esto hace que los cilculos sean rapidos. Por el contrario, la operacién
[A’lB] {C}" conlleva una operacién de matrices que es muy costosa. Nota también que estoy utilizando A1 en forma
simbdlica pues para dominios grandes (de muchos nodos) no es conveniente invertir la matriz. Para resolver la expresién
en Matlab, se recure a la factorizacién, que {C}" ™' = A\ [B{C}"].

20.4. Comentario sobre el costo computacional de la inversion de matrices

A modo de ejemplo, contemos el nimero de operaciones que se requieren para «invertir» un escalar (o matriz de
1x1), una matriz de 2x2 y una matriz de 3x3. Para un escalar q, la inversa no es mds que el cociente 1/a y por tanto se
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requiere sélo de 1 operacidn.

La inversa de una matriz 2x2

1 a —a
A= air  ai2 3 AL = 22 12 299
[ a1 G22 * detA | —azn  ann |’ (222)
donde el determinante viene dado por
detA = a11a22 — A120a21. (223)

Para calcular la inversa se requieren 3 operaciones para calcular el determinante, 1 operacién para calcular 1/detA,
4 operaciones para multiplicar el determinante por cada término del la matriz en (223), 2 cambios de posicién de un
elemento a otra posicién en la diagonal principal y 2 operaciones para cambiar el signo de la diagonal opuesta. Si el
cambio de ubicacién es considerado como una operacidn, se tienen en total 12 operaciones.

Por otra parte, la inversa de una matriz 3x3

a1 a2 ais
A= | axn az a3 (224)
azip asz ass

es
1 22033 — A230A32 (A13032 — 412033 Q12023 — @13422

= JotA | 023031~ G21033 011033 — 13031 G13021 — 11023 | (225)
a21a32 — (22031 412031 — 411432 A11G22 — A12G21

-1

donde el determinante viene dado por
detA = ai1a22a33 + a12a23a31 + G13021A32 — G11G23032 — A12021033 — 13022031 . (226)

En este caso se requieren 17 operaciones para calcular el determinante, 1 operacidn para calcular 1/detA y 9 operaciones
para multiplicar el determinante por cada término del la matriz en (224). Ademds, para cada uno de los 9 términos de
la matriz, se deben efectuar 3 operaciones, lo que implica 27 operaciones. Para una matriz 3x3 se requieren por tanto
54 operaciones. En resumen, para matrices de 1x1, 2x2 y 3x3 se requieren 1, 12 y 54 operaciones, respectivamente, y el
aumento crece en forma exponencial a medida que aumenta la cantidad de elementos.

21. Propiedades de los métodos de solucion numérica

En la seccién anterior introducimos algoritmos explicitos, implicitos y semi-implicitos para resolver numéricamente la
ecuacién de difusién utilizando el método de diferencias finitas. En este instante, cabe preguntarse sobre las condiciones
se le debe exigir al algoritmo para obtener una aproximacién aceptable del problema continuo. Para ello es necesario
introducir los conceptos de estabilidad, consistencia, convergencia, conservaciéon y exactitud.

21.1. Estabilidad

Cuando resolvemos una ecuacién de conservacién, esperamos que la solucién numérica sea acotada y no se amplifique
el error numérico. Un método estable es aquel en que los errores debidos a las aproximaciones se atentian a medida que
la computacién procede, en tanto que en un método inestable, los errores se magnifican conforme el célculo avanza. Para
el andlisis de estabilidad existen los métodos matricial y el anélisis de von Neumann, siendo el segundo el mas utilizado
(Moin, 2010). Este método se basa en el andlisis de la ecuacién de gobierno, sin considerar los bordes, y se restringe a
ecuaciones lineales de coeficientes constantes en grillas equi-espaciadas. Para su explicacidn, recurramos a la ecuacién de
difusién con un coeficiente de difusién constante

ocC 0*C

— _ D= =0 227
ot Ox? ’ (227)
que utilizando un esquema FTCS de orden O (A:vz, At) como el introducido en (202) se puede escribir como

DAt
T+1 _ 7 T T T
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donde hemos reemplazado el indice j por el ¢ para no confundirlo con el nimero complejo i = v/—1. El andlisis de von
Neumann se basa en asumir una solucién del tipo

C (z,t) = F (t) exp (ikx) , (229)

que se puede interpretar como una perturbacién en el sistema, con una longitud de onda k& = 27/A. Con esta forma se
independizan el tiempo y el espacio, simplificando el anilisis. La inestabilidad ocurre si F (t) es creciente en el tiempo,
pues en ese caso la concentracidn crecerd sin limites. En forma discreta, esta expresion es

CT = F7 exp (ikz;) . (230)
Al combinar esta expresién con (228) se obtiene

DAt
F™ Y exp (ikx;) = F7 exp (ikz;) +

EFT lexp (ik [z; + Ax]) — 2exp (ikx;) + exp (ik [z; — Ax])], (231)

y dividiendo por F7 exp (ikxz;), hacemos el cociente

T+1
FFT =1+ %ﬁ; lexp (ikAx) — 2+ exp (—ikAx)]. (232)

Para garantizar la estabilidad, se debe cumplir que F' (t) sea decreciente o constante, lo que se logra introduciendo el

valor absoluto
F‘r+1

FT

F-r+1
< <1 (233)

<1 <= -1
b — FT —

Cabe notar que esta expresidn corresponde a la norma de dicho cociente y es valida también para nimeros complejos.
Utilizando la férmula de Euler, exp (ix) = cos (x) + isin (z), ademds de las identidades cos (z) = cos (—x) y sin (z) =
—sin (z), se obtienen dos expresiones

[cos (kAx) — 1] y 1+ 2DAk [cos (kAz) — 1] < 1. (234)

2DAt
—lsl+ Ax?

Az?

La expresién de la derecha es siempre verdadera pues cos (kAxz)—1 < 0, por lo que no impone restriccién a la discretizacién
temporal y espacial. Para la expresidn de la izquierda se tiene

Ax?

At s D1 — cos (kAx)]’ (235)

donde el caso més restrictivo (el que genera el mayor At) es cuando el denominador es minimo, esto es cuando

cos (kAx) = —1. Con esto se llega a la restriccién para el intervalo de tiempo
NAx?
At < —— 236
<<Spo (236)

que es valida Gnicamente para el esquema numérico FTCS. Naturalmente el valor maximo del intervalo de tiempo At 4z
depende del tipo de ecuacidn, en particular de los coeficientes constantes. A modo de ejercicio, te recomiendo que efecties
una analisis de estabilidad de i) la ecuacidn de adveccidn vy ii) la ecuacién de adveccidn-difusidn. En el caso de ecuaciones
nolineales, se debe linealizar el problema para aplicar el andlisis de estabilidad de von Neumann. Si la linealizacién no
es posible, entonces se debe usar el tradicional método de prueba y error fijando el tamafio de la grilla y ajustando el
intervalo de tiempo hasta verificar que no surgen inestabilidades en el tiempo.

21.2. Consistencia
Es una condicién sobre la estructura del esquema numérico, esto es, que la ecuacidn discretizada sea consistente con

la ecuacién diferencial.

21.3. Convergencia

Es una condicién sobre la solucién del esquema numérico, esto es, que la solucién numérica converja a la solucién de
la ecuacién diferencial en la medida que la discretizacién sea mds pequena.
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21.4. Conservacion

La solucién numérica debe conservar las propiedades fisicas definidas por el modelo matematico. Una buena técnica
para evaluar la conservacién es cuantificar la cantidad (e.g. masa, momentum o energia) en el dominio de integracién y
ver si se conserva en el tiempo. Por ejemplo, para un modelo hidrodindmico de onda larga en una dimensién (ver seccién
(25.1)), la masa total del sistema se define como

Tmin
m)= [ )+ h @) de, (237)
Tmin

donde z = —h(x) corresponde a la profundidad desde fondo considerado fijo, y el nivel de reposo se define como
z = n(x,t), donde n es la desnivelacién instantdnea respecto del nivel de equilibrio. La conservacién de la masa se
garantiza si

dm d /Imin

— = — x,t)dr =0, 238

i@l @ (238)
lo que en términos practicos implica integrar la solucidén sobre todo el dominio espacial para cada instante de tiempo y
evaluar si cambia en el tiempo. Un modelo puede no conservar la masa por i) razones fisicas como la existencia de fuentes
(e.g. precipitacién o caudal entrando por el contorno) o sumideros (e.g. evaporacién, percolacién o caudal de salida por
el contorno) o ii) debido a que el algoritmo no conserva esa cantidad por los errores de truncamiento de las ecuaciones.
El modelador debe discriminar cudl de estos mecanismos estd presente en el fenémeno.

min

Naturalmente, cualquier algoritmo no conservard exactamente la masa (o cualquier cantidad), pues en esencia, se estd
discretizando un sistema de ecuaciones continuas por un equivalente discreto. Por ende, se debe establecer una tolerancia

Tm que satisfaga la expresién
dm
e 239
dt m? ( )
donde la pérdida de masa por unidad de tiempo debe ser mucho menor a la masa total del sistema durante la escala de

tiempo en que interesa estudiar el fendmeno.

Para un sistema de adveccién-difusién de un contaminante de concentracién C (z,t) y densidad contante p en una
dimensién (ver seccién Il1), las masa viene dada por

Tmin
m(t) = / pC (x,t) dx. (240)
Tmin

Puesto que la adveccién y la difusién son fenémenos conservativos (la primera transporta la masa y la segunda la difunde
en el dominio), entonces la masa se conserva sélo si dm/dt = 0. Si el proceso de mezcla también estd afecto a una
reaccion que es esencialmente no conservativa, entonces la masa no se puede conservar. En ese caso, es recomendable
evaluar primero la conservacién de la ecuacién de adveccién-difusién y, una vez que se estd seguro que para estos dos
mecanismos se conserva la masa, incorporar el término reactivo.

El procedimiento para verificar la conservacidn de la cantidad de movimiento, se debe cumplir que

4 (mV) < Timo, (241)
dt

donde V = (u,v,w) para un modelo tridimensional, V = (@, ) para un modelo integrado en la vertical y V = (u) para
un modelo unidimensional, donde & y (&) representan la integracién en la profundidad y en la seccién, respectivamente.
La tolerancia 7,,, debe cumplir similares criterios que los de conservacién de la masa. De igual forma, para la energia Ef
se debe cumplir

W <. (242)
donde 75 es la tolerancia admisible para esa cantidad. En la practica existe una diferencia entre quien desarrolla un
algoritmo (usualmente para propésitos cientificos) y quien utiliza un cédigo validado por el desarrollador (para aplicaciones
de ingenieria donde los plazos no son suficientes para desarrollar un modelo). En el primer caso, el modelador debe efectuar
los andlisis pertinentes, esto es estabilidad, convergencia, consistencia y conservacién. Para el segundo caso, el modelador
puede asumir que estos test fueron efectuados y el modelo estad validado. Para ello, recomiendo revisar las publicaciones
cientificas donde se muestran estas validaciones. De todos modos, es siempre recomendable evaluar cédigos ajenos pues
es finalmente uno es responsable del trabajo.
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21.5. Exactitud

Cuando se aproxima un modelo matematico con un método aproximado se incurre en errores de truncamiento debidos

a la simplificacién de procesos infinitos en un ndmero finito de célculos (e.g. series de Taylor). Por ejemplo, al discretizar
la ecuacién de adveccién (199)

oc 02C

ot Ox2

utilizando el esquema numérico FTCS (Forward Time Centered Space numerical scheme), se utilizan las expresiones

(243)

acT ottt —cr 9’Cc’T Ol —2C7 +C,
oti At 0x2; Ax?
donde el error de truncamiento en la derivada temporal es el orden O (At) y en la segunda derivada espacial es del
orden O (AJ;2). Naturalmente, la exactitud en se puede incrementar incorporando mas términos en la aproximacién de
las derivadas. Por ejemplo, la derivada temporal se podria reemplazar por una aproximacién de cuarto orden en el tiempo
@ (At4) utilizando la expresidn

oCT  —C7tr 48Tt —8CT T O3
e i i % i _ At4 .
ot i 12At o )

Esta expresién incrementa notablemente la exactitud en la resolucién temporal pero, en contraposicién, i) reduce el
tiempo de cémputo y ii) requiere de a lo menos tres saltos de tiempo previos para implementar la condicién inicial. En
el caso de que se aumente la exactitud de la derivada espacial, se requiere conocer bastante mas sobre la funcién y sus
derivadas en los bordes, cuestidon que no es trivial.

O (L), O (L2?), (244)

22. Ejemplos

22.1. Ecuacion de difusién de primer orden

Resolvamos la ecuacién de difusiéon de primer orden definida por la ecuacién diferencial ordinaria

aC

donde k es la constante de decaimiento. Esta ecuacién fue introducida en la seccién (14). Para la derivada temporal
utilicemos un esquema de diferencias avanzadas
ocT crtt—of
oti At
Combinando (245) con (246), expresando el término reactivo en el tiempo presente (7), y aislando el término desconocido
da

O (At). (246)

CTH = (1 - k) CF. (247)
Cabe notar que el subindice espacial no es estrictamente necesario en esta férmula iterativa, pues en la ecuacién de
gobierno (245), la concentracién sélo depende del tiempo, i.e. C (t). No obstante, si el proceso de interés también incluye
adveccién o difusidn, la ecuacién de gobierno corresponde a una ecuacién diferencial parcial donde C' (z,t), entonces es
conveniente incluir el espacio. La Figura 49 ilustra la solucién numérica versus la solucién analitica dada por (136)

C (t) = Coexp [—kt], (248)
con tg =0 [s], k=10 [1/s] y Cy = 83 (adimensional). Se ilustran tres casos donde se calcula para incremento temporales
de At = 0.05, 0.01 y 0.001 [s]. En los paneles de la izquierda se ilustra la solucién tedrica (en linea azul) y la solucién

numérica (en circulos rojos). En los paneles de la derecha se comparan ambas soluciones mediante gréficos de correlacién.
Se incluye también una medida del error absoluto, definido como

)

N ~
EA=Y|c7 - CF
i=1

donde C7 corresponde a la solucién tedrica y 5{ a la solucién analitica. Cabe notar que existen abundantes medidas
del error, pero el EA es utilizado aqui sélo por lo simple de calcular e interpretar. Dado que la solucién numérica tiene
un orden O (At), la solucién numérica tiende a representar de mejor forma la solucién analitica en la medida que el
incremento temporal disminuye. El valor de E'A disminuye con la reduccidén de dt, tendiendo asintéticamente a un valor.
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Figura 49: Ejemplo de solucion de la ecuacion de reaccion de primer orden utilizando un esquema de forward time.
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Parte V
Modelos de propagacion de ondas

En esta parte se presentan los modelos de propagacién de ondas, cuyo estudio se puede complementar con los textos
de Holthuijsen (2010) y Svendsen (2006). Para estudiar las ondas gravitacionales en cuerpos de agua abiertos, y en orden
de complejidad creciente, existen teorias que promedian la fase (Phase-averaged models), aquellas otras que resuelven la
fase (Phase-resolving models) y las basadas en lo que se conoce en forma genérica bajo el término CFD (Computational
Fluid Dynamics). Esta gruesa clasificacién se presenta en la Figura 59 en tanto que el Cuadro 1 presenta las dimensiones
tipicas utilizadas en modelos donde se implementan estas teorias.

Caracteristica Modelos que Modelos que Dindmica de fluidos
promedian la fase resuelven la fase computacional (CFD)
Dimensiones 2D 2D 3D
Incégnitas Espectro Desnivelacién y Presién y
(de oleaje) velocidad media velocidad puntual

en la profundidad

E (r,t), n(r,t), p(r,t), u(r,t),
con r = (z,y) @(rt) y 7 (r,b), v (r,t) yw(r,b),
conr = (z,y) conr = (x,y,2)
Intervalo
de tiempo 0 (10° ~ 10%) O (10" ~1071) O (107" ~107%)
At [s]
Tamafio la
la grilla O (10* ~ 10°) O (10° ~1071) O (107" ~107%)
Al [m]
Tamafio del
dominio O (10° ~ 10%) O (10% ~ 10%) O (10 ~ 10°)
[m]
Aplicacién Generacidn y propagacién Propagacién en aguas Propagacién en zona rompiente
(en oleaje) en aguas profundas profundas (Régimen de Stokes), e interaccién con
e intermedias intermedias y someras estructuras y sedimentos

(Régimen de onda larga)

Cuadro 1: Caracteristicas tipicas de los diferentes tipos de modelos. At corresponde al intervalo de tiempo tipico de
cdmputo y Al al tamaio tipico de la grilla con que se resuelven las ecuaciones de conservacién en la discretizacién
numérica, cuyos valores estan listados para oleaje y ondas largas. Para modelar tsunamis y mareas, éstos pueden ser
mayores. El tamafio corresponde a una dimensién tipica de los dominios donde se integran las ecuaciones de gobierno.

23. Tipos de modelos

Modelos que promedian la fase

Los modelos que promedian |a fase se basan en una ecuacién de balance de energia espectral E (z,y,t) -0 magnitudes
similares como la accidén del oleaje- y permiten calcular la evolucién en el tiempo y espacio de la energia del oleaje, en la

74



medida que dicha evolucién sea suave en el espacio (i.e. lejos de zonas con accidentes geograficos abruptos). Estos mode-
los se conocen también como modelos espectrales y permiten caracterizar los fenédmenos de asomeramiento, refraccién y
la disipacidn, entre otras. Como contraparte, no resuelven en forma adecuada la difraccién y omiten la reflexién. A partir
del espectro de energia se pueden calcular los pardmetros espectrales de un estado de mar, como la altura significativa,
periodo y direcciéon medias, entre otros. Los modelos basados en teorias que promedian la fase no permiten calcular el
perfil de las ondas (pues no resuelven su fase), y por ende se utilizan con una resolucién temporal y espacial bastante
mayor. Con ello, pueden abarcar extensiones mucho mayores desde aguas profundas a las cercanias de la costa.

Una excelente referencia para conocer algo mas sobre estos modelos, y en particular del software libre SWAN, es Holt-
huijsen (2010; capitulo 9). La Figura 50 ilustra un ejemplo de salidas obtenidas del modelo SWAN para la Isla Robinson
Crusoe, en el Archipiélago Juan Fernidndez. La Figura 52 muestra un ejemplo de uso de mallas anidadas con resolucién
progresivamente creciente para un modelo de propagacién y agitacion en el puerto de lquique. Las mallas anidadas
son tipicas en esquemas numéricos con mallas rigidas. En esquemas con mallas flexibles o adaptativas, la malla puede
adaptarse a la batimetria con celdas de mayor (menor) tamafio en profundidades mayores (menores).

Modelos que resuelven la fase

Estos modelos se basan en ecuaciones de conservacién de la masa y momentum que permiten caracterizar la evolucién
en el tiempo y espacio del las olas individuales. Mediante estas ecuaciones se resuelven la desnivelacién instantdnea y dos
velocidades mutuamente ortogonales. Estos modelos tienen la ventaja de que pueden dar cuenta de los fendmenos de
asomeramiento, refraccién, difraccidn, reflexién, y disipacién. Sin embargo, debido a la alta resolucién espacial y temporal
requerida para su resolucién -de 10 a 100 nodos para caracterizar una longitud de onda caracteristica-, todavia estan
limitados a areas relativamente pequefias. Dentro de la teorias que resuelven la fase estdn aquellas que son viélidas en
el régimen de Stokes (para profundidades comparables o mayor a la longitud de onda tipica) y en el régimen de onda
larga (para profundidades mucho menores que la longitud de onda), dentro de los cuales existen a su vez subdivisiones
en funcién de criterios de nolinealidad, pendiente de fondo y directividad caracteristica de las ondas.

La Figura 51 muestra un modelo que resuelve la fase donde se ilustran procesos costeros desde la condicién de aguas
profundas a la costa. (1) Un oleaje irregular en aguas profundas comienza a ser afectado por el fondo. (2) Debido a la
reduccién de la profundidad, las ondas tienden a experimentar asomeramiento y dejan de ser simétricas, con crestas de
alta pendiente y valles mds largos. (3) Debido a la irregularidad de la batimetria, en zonas bajas la onda se desacelera
producto de la refraccién. (4) Cerca de las obras costeras se produce reflexion y el patrén resultante de oleaje es cuasi-
estacionario, con amplitudes mayores a la incidente. Eventualmente puede haber rotura. (5) Producto de la reflexién
en las estructuras costeras y la transferencia nolineal entre frecuencias activada por la baja profundidad, se observan
patrones de oleaje complejos y oscilaciones de mayor frecuencia. (6) Por efecto de la difraccidn, los frentes se curvan
significativamente, la amplitud disminuye y se logra una darsena abrigada.

Modelos CFD

Los modelos CFD se basan en las ecuaciones 3D de Navier-Stokes, sin efectuar supuestos respecto de la estructura
vertical del flujo. Estos modelos permiten calcular la velocidad y la presién en tres dimensiones. Entre estos modelos des-
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Figura 50: Modelo que promedia la fase (SWAN) para la Isla Robinson Crusoe, en el Archipiélago Juan Ferndndez, Chile.
a) Altura significativa y direccion media y b) Altura significativa que es superada un 5 % del tiempo. Fuente: Ingenieria
Civil Ocednica, Universidad de Valparaiso.
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Figura 51: Ejemplo de un modelo que resuelve la fase donde se ilustran procesos costeros desde la condicion de aguas
profundas a la costa. Fuente: Adaptado del Danish Hydraulic Institute, desarrollador de Mike 21.

tacan las ecuaciones RANS (Reynolds Averaged Navier-Stokes equations) y las técnicas LES (Large Eddy Simulation)
y DNS (Direct Numerical Simulation).

Las ecuaciones RANS, descritas en la seccién 10, se usan cominmente en investigacién y recién comienzan a incor-
porarse como herramienta de modelado en ingenieria. Estas ecuaciones permiten calcular los valores medios (en rigor, los
ensemble averages, o promedio de muchas realizaciones de un fenémeno) pero no dan informacién sobre las fluctuaciones
turbulentas, a excepcién de aquellas cuya escala es bastante mayor que el tamano de la discretizacién espacial.

Las LES ignora las escalas mas pequefias del flujo (cuya resolucién incrementa el costos computacional), utilizando
un filtro pasa-bajo, pero tienen la ventaja de resolver las escalas mayores. Requieren no obstante, de una capacidad
computacional mayor a las RANS y en la actualidad se reservan a investigacidn.

El modelado mediante DNS, que permite calcular la turbulencia hasta escalas donde actta la viscosidad molecular,
no es adecuada para problemas de ingenieria de costas pues su implementacién requiere de una capacidad computacional
inexistente en la actualidad.

Aplicaciones

En la practica, estas teorias son complementarias y pueden acoplarse segtin sea el objetivo de estudio. Para estudios
de oleaje, por ejemplo, la idea es comenzar con modelos de menor resolucién espacial en aguas profundas (que es donde
usualmente se disponen los datos de oleaje obtenidos mediante boyas o satélites) e ir incrementando en complejidad en
la medida que nos acercamos a la costa. En este sentido, la secuencia légica es partir con modelos que promedian la fase,
seguir por los que resuelven la fase (si interesa la agitacién y la resonancia) y terminar con CFD's (cuando se necesita estu-
diar la interaccién entre fluido, estructura y sedimentos). Para estudios de tsunami se suelen usar modelos de onda larga
y, solo en el caso de que interesen los efectos de sobrepaso o de estabilidad estructural de instalaciones costeras, combinar-
lo con modelos CFD. Para el caso de estudios de mareas, los estudios usualmente se restringen a modelos de onda larga.

Especial atencién merecen los estudios de oleaje. Los modelos que promedian la fase en general son utilizados en
la zona de generacién de oleaje y propagacién en aguas intermedias, donde los efectos de refracciéon y asomeramiento
dominan. Estos modelos son utilizados cuando la desnivelacién se puede caracterizar por una superposicion de arménicos
esencialmente ciclicos. No son dtiles para fenémenos transientes como los tsunamis ni para fenémenos de gran escala
como las mareas, para las que interesa conocer la fase, mas que valores estadisticos promedio derivados de un espectro.
En playas relativamente abiertas y de pendiente suave donde no existen grandes obstdculos para la propagacidn del oleaje
desde aguas profundas, pueden ser utilizados hasta profundidades relativamente bajas sin grandes errores asociados. Los
modelos que resuelven la fase permiten caracterizar las zonas donde domina la difraccién y reflexién -fenémenos donde la

76



\
\
7767400

25m*25m GRID = aaeetn

7764700

— At

7762700
Y

=376000
50m*50m GRID
=374000

%

7756700

\
100m*100m GRID | \
= 368000

=7742000
\
\I
-

500:11’5)99@*9'?@1’//

- 10°
X =354250

@Q_I. 3

Figura 52: Ejemplo de uso de tres mallas anidadas (con celdas cuadradas de arista de 500, 100 y 50 m) para un modelo
de propagacion de oleaje y de una maya interior de 25 m de resolucion espacial para un modelo de agitacion en el puerto

de lquique. El acoplamiento se da entre mallas sucesivas, pero el mds complejo es entre la malla de 50 m de arista donde
se promedia la fase y la de 25 m de arista donde se ésta se resuelve. Gentileza de Javier Vdsquez, PRDW.

fase juega un rol preponderante- por sobre el asomeramiento y refraccién. Este es el caso de bahias cerradas y ddrsenas
portuarias donde se busca caracterizar la agitacién de ondas de las ondas de periodo corto (3 a 30 s) y los fenémenos

asociados a la resonancia, cuyos periodos tipicos son mucho mayores (30 a 1000 s). Finalmente, los modelos CFD permiten
evaluar los fendmenos de rotura, interaccién fluido estructura y fluido sedimentos. En la Figura 53 se ilustra una compa-

racion de un modelo que resuelve y uno que promedia la fase en la Isla Mocha, desarrollada con el objetivo de definir el
alineamiento de una rampa de conectividad maritima con el continente. Se observan diferencias notorias en la direccién del
oleaje en las cercanias de la rampa, producto de las diferencias asociadas al tipo de ecuaciones utilizadas en cada modelo.

Existe poca literatura que defina formalmente metodologias de acoplamiento entre modelos numéricos. En la practi-
ca de la ingenieria este procedimiento es casi artesanal y tiene complicaciones. Por ejemplo, para acoplar los resultados
de un modelo espectral de oleaje a uno que resuelve la fase, es necesario generar series de tiempo instantdneas de
desnivelacién 7 (z,y,t) y velocidades integradas en la vertical w(z,y,t) y v (z,y,t) en los bordes exteriores, a partir del
espectro caracteristico de un estado de mar E (z,y,t) o cualquiera de las magnitudes derivadas del mismo (como la altura
significativa espectral, el periodo peak y la direccién peak, entro otros muchos). Observamos que i) la escala de tiempo

con que se resuelven ambos modelos es diferente y ii) las variables resueltas no son equivalentes. Una de las escasas
referencia que describe el acople de modelos espectrales y aquellos que resuelven la fase es Chen (2009).

Para el acoplamiento entre modelos que resuelven la fase y modelos CFD, es necesario generar informacién sobre la
presién puntual p(z,y,z2,t) y las velocidades en tres dimensiones u(z,v, z,t), v(z,y,2,t) y w(z,y,2,t), a partir de la

desnivelacién n (z,y,t) y velocidades integradas en la vertical @ (z,y,t) y v (z,y,t). Para ello es necesario i) asumir distri-
buciones verticales de velocidad y presién de modo de compatibilizar ambos modelos y ii) compatibilizar las dimensiones

espacial y temporal que son diferentes entre ambos modelos. Un ejemplo de acoplamiento entre un modelo tipo Boussinesq
y una RANS se presenta en Sitanggang (2009).
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Figura 53: Comparacion de modelos de oleaje en la costa oriental de Isla Mocha, Chile, desarrollada con el objetivo de
definir el alineamiento de una rampa de conectividad maritima con el continente. La ubicacién y una imagen satelital de
la isla se presentan en a) y b), respectivamente. La imagen c) corresponde a una fotografia aérea de la costa oriental
de la isla, protegida al oleaje ocednico. El oleaje corresponde a un swell del Suroeste arribando al sector de la rampa,
notoriamente difractado en el extremo norte de la Isla. d) Comparacion de un modelo que resuelve la fase (Boussinesq)
y un modelo que promedia la fase (SWAN). Se observan diferencias notorias en la direccion del oleaje en las cercanias
de la rampa. Fuente: Ingenieria Civil Ocednica, Universidad de Valparaiso.
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24. Modelos que promedian la fase

La informacién de un estado de mar se representa mediante un espectro de energia E (x,t,0,6), en cada punto del
espacio x y tiempo ¢, distribuida en un rango de frecuencias o (observada desde un sistema de referencias que se mueve
con la corriente) y direcciones 6. En su forma mds simple, el balance de energia implica que, en ausencia de pérdidas o
ganancias, la energia se conserva segun la expresién

dE
— =0. 249
o (249)
En la realidad, existen diversos mecanismos de pérdida de energia, ganancia debida al viento y transferencia de energia
entre componentes del espectro, que en términos sintéticos se representan como una forzante S en la expresién anterior.
Esto es IE
-~ _9
dt
Usualmente, los modelos de oleaje permiten determinar la densidad de accién del oleaje N (x,t,c,8), pues N se conserva
en presencia de una corriente U (considerada uniforme en la profundidad), en tanto que E no se conserva (Whitman,
1974). El balance de accién se escribe como (Mei, 1983)
ON OceN  OcgN S
— + Vx - |(c; + U)N| + + == 251
ot x (e IN] do a0 o’ (251)
donde el primer término el lado izquierdo corresponde a la variacién local (en el tiempo) del balance de accién. El segundo
término representa la propagacion de energia en el espacio geogréfico bidimensional, siendo la celeridad de grupo definida
como ¢4 = Jdo /0K, que se puede obtener a partir de la ecuacién de dispersién de frecuencias

(250)

0? = g|k|tanh (|k| h), (252)

donde ¢ = 27 f corresponde a la frecuencia absoluta, k es el nimero de onda y h la profundidad. El tercer término
representa el desfase en la frecuencia debido a variaciones en la profundidad y en las corrientes. El cuarto término
representa la refraccién causada por variaciones de fondo y por la interaccién del oleaje con la corriente. Las variables ¢,
y cg representan las velocidades de propagacion en el espacio espectral de frecuencia y direccidn, respectivamente, cuyas
expresiones se derivan en Holthuijsen (2007). El lado derecho de la ecuacién contiene las fuentes o sumideros asociados a
la generacién, disipacidn y transferencia no lineal de energia entre diferentes componentes. En coordenadas cartesianas,
la ecuacién (251) para N (z,y,t,0,6) se escribe como

ON  OcqguN  OcgyN  OceN  OceN S
g : ! == 2
o T or T oy o a0 o (253)

y puede utilizarse cuando el dominio de integracién es relativamente pequeiio, de modo que la curvatura de la tierra no
altera los resultados de la propagacion. En términos practicos, esta expresidon puede utilizarse para estudios de propa-
gacion de oleaje desde aguas profundas a un punto en la costa, en la medida que la distancia de propagacién es pequefia
(en otras palabras, para casos donde la plataforma continental no es muy grande). Para estudios de generacién de
oleaje, donde el viento transfiere energia al oleaje a lo largo de grandes distancias, es recomendable recurrir a coordenadas
esféricas. En este caso, la ecuacién para N (), p,t, 0,0) se escribe como (Svendsen, 2006)

ON desaN s
ot O\ o’

0 N  Oc,N  OcgN
- CopCOSPN | 9o N Oco

Oy do o6 (254)

+cos™
donde X es la latitud, ¢ la longitud y € el angulo antihorario desde el Este.

En caso de que el modelo se resuelva en modo estacionario, la ecuacién de balance de accién en coordenadas car-
tesianas se reduce a:

Ocg. e N L Ocg.yN L Oce N L Oco N _ S (255)

Ox dy do ol o’

lo que ahorra bastante tiempo de computo. El modo estacionario se asume para un estado de mar, que corresponde a un

periodo de tiempo del orden de 1 a 3 horas, donde las propiedades estadisticas del oleaje se asumen como constantes. El

uso de esta aproximacion trae implicito el supuesto de que el tiempo en que el oleaje se propaga desde aguas profundas

al sitio de interés es menor que la duracién del estado de mar durante el cual las condiciones del oleaje permanecen

constantes. En caso de que no existan corrientes, la ecuacién de balance de accién se puede expresar en términos de la

energia
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Figura 54: Ejemplo de modelo de generacién utilizado en el Atlas de oleaje de Chile (Beyd et al., 2016), disponible en el
sitio www.oleaje.uv.cl. a) Campos promedio de altura significativa espectral obtenida en el dominio donde se resuelve la
ecuacion de balance de accion mediante el software Wavewatch 11, considerando forzante de vientos de la base de datos
ERA Interim y NOAA CFSR. b) Nodos en aguas profundas frente a las costas chilenas donde se extraen los datos de
oleaje. Se presenta ademds la malla utilizada en el modelo, los tracks satelitales y la ubicacién de las boyas utilizadas en
la calibracion y validacion del modelo.

OE  Ocy B n Ocgy B n dco B
ot Oz Jy 00

que no incluye el término asociado al desfase en la frecuencia debido a variaciones en la profundidad y en las corrientes.

S, (256)

24.1. Forzantes de la ecuaciéon de balance energético.

Las teorias de generacidn, interaccidén nolineal y disipacién son, en general, complejas y por tanto se recomienda al
lector recurrir a literatura especializada (e.g. Booij et al, 1999a, 1999b). En términos simples y siguiendo la nomenclatura
de Holthuijsen, (2007), el término fuente se puede descomponer como

S (0,0) = Sin (0,0) + Spy (0,0) + Sgiss (0,0), (257)

donde S;, (0, 6) corresponde a la forzante por viento, S, (o, 6) representa la interaccién nolineal entre componentes y
Saiss (0,0) comprende todos los mecanismos de disipacién. Estos términos se explican en las siguientes secciones.

24.1.1. Término de forzante por viento

El término de forzante por viento es util para la generacién de oleaje en i) grandes extensiones ocednicas y ii) cuerpos
de agua cerrados o semi-cerrados, como lagos, fiordos y bahias. En Chile, el primer caso esta relativamente resuelto
mediante métodos de retroandlisis (hindcasting) y pronésticos operacionales (forecasting). Un ejemplo elaborado por la
Escuela de Ingenieria Civil Ocednica es el denominado Atlas de oleaje de Chile (Beya et al., 2016), que proporciona datos
gratuitos de oleaje en nodos ubicados frente a la costa (Figura 54). Dada la cercania de los nodos al continente, estos
datos pueden ser propagados hacia la costa descartando el forzante de viento, sin grandes errores a excepcién de casos
donde los temporales sean costeros.

La generacion de oleaje en cuerpos de aguas cerrados o semicerrados, en contraste, requiere de estudios que no han
sido resueltos en forma sistemdtica en Chile. Un ejemplo de un estudio de generacién de oleaje local en Chiloé, desarro-
llado en el marco del proyecto del Puente sobre el Canal Chacao, se presenta en la Figura 55. En este caso es necesario
contar con un registro de vientos que sea representativo del espejo de agua donde se transfiere energia de la atmdsfera al
oleaje. En la practica, en ocasiones se cuenta con estadisticas de vientos en la costa y en otras lejos de la misma, lo que
obliga a efectuar correcciones de los datos de viento (i.e. por altura, rugosidad de la superficie, ubicacién de la estacidn,
estabilidad térmica y duracién del viento) para hacerlos representativos de la zona de generacién. Afortunadamente, se
estan desarrollando herramientas para contar con estadisticas de campos de viento de larga data en cualquier punto de
nuestro pais. Un ejemplo es el Explorador de Energia Edlica desarrollado por Geofisica de la Universidad de Chile a partir
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Figura 55: Ejemplo de modelo de generacién oleaje local en Chiloé, desarrollado en el marco del proyecto del Puente
sobre el Canal Chacao. a) Batimetria utilizada en el modelo. b) Campos de altura significativa espectral obtenida en
el dominio donde se resuelve la ecuacion de balance de accién mediante el software SWAN, considerando forzante de
vientos SW de la base de datos ERA Interim y NOAA CFSR. (elaborado por Matias Alday y Patricio Winckler).

del modelo WRF 3.2 (Weather Research and Forecasting), desarrollado por el National Center for Atmospheric Research
de Estados Unidos. Un ejemplo de modelo de vientos obtenido del Explorador de Energia Edlica en el mar interior de
Chiloé se ilustra en la Figura 56.

Existen varias metodologias empiricas para definir el término forzante por viento. El hecho de que sean empiricas se
debe a que no existe una teoria satisfactoria que permita construir una funcién puramente analitica para describir el
crecimiento del oleaje. En este texto sélo me refiero a una simple -una de las utilizadas en el modelo SWAN vy explicada
en Holthuijsen (2007)- con el mero objetivo de ofrecer nociones generales que servirdn para interpretar otras formulacio-
nes bastante mds sofisticadas que estdn en constante mejora. El forzante de viento en ausencia de corrientes (supuesto
que permite expresar la forzante en términos del espectro E en vez del balance de accién N) se modela mediante una
expresion

Sin (0,0) = a+ E (0,0), (258)

donde el primer término corresponde al crecimiento inicial del oleaje y el segundo término corresponde a un mecanismo
de retroalimentacién (feedback). La retroalimentacién viene del hecho de que el forzante de viento depende del espectro,
i.e. Sin = f(E), y por tanto es un dato que sélo se puede obtener una vez resuelto el campo de oleaje (es un ejemplo del
dilema jqué fue primero, el huevo o la gallina?). Esto se puede resolver en forma numérica mediante métodos iterativos
u otras técnicas que son de interés para modeladores avanzados.

Los pardmetros « y [ dependen de la magnitud del viento a 10 metros sobre la superficie (Uyg) y la direccién del
viento superficial (€ing) €n cada nodo donde se resuelve la ecuacién. En mecanica de fluidos, es comuin caracterizar la
magnitud del viento en la capa limite atmosférica> mediante la velocidad de friccién wu., la que se relaciona con Uy a
través de la expresion

u? = CpUs, (259)
donde C'p es un coeficiente de arrastre adimensional, de cardcter empirico, cuya expresidon por tramos es
1,2875 x 1073 Ujo < 7,5m/s
Cp = (260)
(0,8 + 0,065U10) x 1073 Uip>75 m/s

Este coeficiente es constante a bajas velocidades y a partir de los 7.5 m/s depende de la magnitud del viento. Una
vez conocidos el coeficiente de arrastre y la velocidad de friccién, se puede obtener el coeficiente « (6, 0) para cada

3La capa limite atmosférica es la capa inferior de la atmdsfera donde domina la mezcla turbulenta del aire y donde se transfiere energia al
ocedno.
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Figura 56: Ejemplo de modelo de vientos obtenido del Explorador de Energia Edlica en el mar interior de Chiloé, obtenido
del sitio http://walker.dgf.uchile.cl/Explorador/Eolico2/. a) Velocidad del viento promedio anual a 95 metros de altura y
b) Velocidad del viento promedio para enero a 95 metros de altura. Es interesante notar que i) en el océano las velocidades
son relativamente altas debido a la baja rugosidad de la superficie, ii) que los cordones montafiosos expuestos al océano
también se generan velocidades altas debido a la contraccion de las lineas de flujo del viento ocednico y iii) que en zonas
continentales lejos de la costa, las velocidades son menores debido tanto a la friccion que ejerce la superficie terrestre y
como a la presencia de obstaculos topograficos.

componente del espectro, seglin la expresidn empirica

L5102 [u, ¢08 (6 — Buina)l G (0) 0= Ouwinal < 90°

a(f,0) = (261)
0 |0 — Owing| > 90°

donde la funcién de corte G (o) se define a partir de la frecuencia peak del espectro de Pierson Moskowitz (1964),
opar-5egun la expresién
0,13¢

4
G (o) =exp —<O_*U > : Opa = 2T oot (262)
PM

Naturalmente el crecimiento inicial sélo se da para las componentes del oleaje cuyo sentido de propagacién 6 coincide
(en sentido vectorial) con el del viento. En la version WAM Cycle Il de SWAN, el coeficiente § se define mediante la
expresion
B(8,0) = max {O; 0,025M [28% cos (0 — Ouindg) — 1} } o, (263)
pwater Cc

donde ¢ (h,o) es la celeridad de la onda, puir Y puwater son la celeridad del aire y del agua, respectivamente. Esta
formulacién para el forzante por viento no contiene coeficientes empiricos con los cuales el modelador pueda jugar.

24.1.2. Términos de interaccion nolineal

El término de interaccién nolineal se puede subdividir en i) la interaccién entre triadas, Sy3 (0, 6), fenémeno im-
portante en aguas profundas y ii) la interaccidn entre cuadrupletos, S,4 (c,0) que predomina en aguas intermedias y
someras

Shi (0’, 9) = Sh3 (O’, 9) + Shia (0’, 9) . (264)

Ambos términos deben parametrizarse en un modelo que promedia la fase (en otras palabras, estas interacciones no se
resuelven sino que se modelan de modo que se asemejen al fenémeno real). En los modelos que resuelven la fase, en
contraste, no es necesario parametrizar las interacciones, puesto que se resuelven en forma exacta. Por esa razén, en
profundidades muy reducidas donde la interaccién nolineal es muy importante, es recomendable utilizar modelos tipo
Boussinesq o modelos no lineales de onda larga que resuelven la fase. Estos modelos, no obstante, requieren de una
resolucién espacial y temporal mucho mayor y son poco practicos cuando la zona a cubrir es extensa. En la seccidn 25 se
discuten los efectos de la interaccién nolineal en la propagacién de ondas.
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Figura 57: Volumen de control utilizado para el balance de energia entre dos frentes de olas. El balance contempla que
no hay transferencia de energia entre las ortogonales (no hay difraccién), generacion o disipacion de energia dentro del
volumen de control.

24.1.3. Término de disipacion

El término de disipacidn se puede subdividir en i) la contribucién del whitecapping Sy (0,0) asociada al rompimiento
del oleaje en aguas profundas (conocido como mar rizada y cabritas, en forma coloquial), ii) la disipacién por friccién de
fondo Sy ¢ (0, 6) que es importante en aguas intermedias y someras (cuando el oleaje siente el fondo) y iii) la disipacién
por rotura Sgyr¢ (0, 6):

Sdiss (0’, 9) = Sue ((‘)’7 9) + Sbtf ((T, 9) + stf (O’, 9) + ... (265)

Se pueden adicionar otros mecanismos de disipaciéon como la percolacién de agua en terrenos porosos, la disipacidn en
medios limosos o arcillosos, el efecto de la vegetacion y la disipacién turbulenta, entre otros que usualmente son poco
relevantes en zonas de pendiente importante, como la costa chilena abierta al Océano Pacifico.

24.2. Caso estacionario y conservativo: asomeramiento y refraccién

La ecuacién (250) es usada como una aproximacién simplificada para estimar las propiedades del oleaje en un sitio
de interés (como un futuro emplazamiento portuario) a partir de otro en aguas profundas donde éstas se conocen (una
boya de oleaje o un modelo de retroanilisis o prondstico). Se puede utilizar la teoria del rayo para calcular el flujo de
energia entre dos «frentes» de oleaje denominados por los subindices A y B, asumiendo i) que la ganancia o pérdida
entre ambos puntos es despreciable, ii) que no hay transferencia de energia entre las «ortogonales» (esto es que no hay
difraccién) vy iii) que la reflexién es despreciable. Con ello, se asume que los fenémenos de asomeramiento y refraccién
son predominantes en la propagacién. Para estas condiciones, la ecuacién (250) se simplifica a

E = constante, (266)

donde la energia media por unidad de 4rea en planta para un oleaje regular de forma constante es E = pgH?/8, donde p
es la densidad del agua, g es la aceleracién de gravedad, H es la altura del oleaje Podemos reescribir la ecuacién (266) en
términos del balance del flujo de energia (i.e. la cantidad de energia por unidad de tiempo) entre los dos frentes (Figura

57), como sigue
Fa = Fp. (267)

De acuerdo a la teoria lineal del oleaje (Svendsen, 2006), el flujo de energia se define como F' = bcy,E, donde b es la
distancia entre ortogonales y la celeridad de grupo viene dada por ¢, = nc, siendo

1 [ sinh (2kh)] (268)

=3 2%kh

un coeficiente de profundidad relativa que depende del nimero de onda k y de la profundidad h. La celeridad de la onda
se define mediante la ecuacién de dispersién de frecuencias (252), que en términos de la celeridad se escribe como

T
c= “37 tanh (kh) . (269)
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Con algo de algebra y omitiendo el subindice de la altura en el punto desconocido, la ecuacién (267) se puede escribir

como

naca ba
y Kr = -

H=K,K.Hjyu, donde K, =
nc b

(270)

representan el coeficiente de asomeramiento y refraccién, respectivamente. El coeficiente de refraccién puede expresarse
para casos muy simples en términos del dngulo de incidencia del oleaje, utilizando la ley de Snell (dejo al lector buscar
esa expresion). Cabe notar que el asomeramiento es funcién de la profundidad relativa dada por kh, en tanto que la
refraccién es un proceso en planta. La expresién (270) se puede generalizar a

H=FK,Hy, (271)

donde K, (Ta,04,h) representa el coeficiente de agitacién que depende del periodo y la direccién en el punto de refe-
rencia y de la profundidad del punto de interés. En esta expresidn, el coeficiente de agitacion puede incluir fenémenos
adicionales a la refraccidén y el asomeramiento, como son la difraccién y la interaccién oleaje-corriente. Asimismo, el
coeficiente se puede obtener para batimetrias complejas y oleaje irregular mediante modelos que promedian o resuelven
la fase. Usualmente se asume que el periodo caracteristico del oleaje (periodo medio, peak o energético) permanece
constante entre el punto conocido (A) y el desconocido (B), supuesto que se basa en el «principio de conservacién del
nimero de olas». Este principio dice que la cantidad de olas que pasan por ambas secciones por unidad de tiempo es la
mismo o, en otras palabras, que entre ambas no se crean ni destruyen olas.

En la préctica, el punto de referencia se ubica en aguas profundas donde las propiedades estadisticas (H,,T,0,) o
en su defecto el espectro S, (f, o) del oleaje son conocidos. En una primera aproximacién, las propiedades estadisticas
en el sitio se obtienen mediante las expresiones:

H=K,(T,60,,h)H,, 6=06(T,0,,h), T = constante. (272)
Existen metodologias mas complejas para obtener las propiedades estadisticas en el sitio que incluiré en futuras versiones
del texto.

24.3. Caso estacionario y conservativo: asomeramiento para onda larga

Si nos restringimos a un caso donde la refraccién es despreciable (e.g. un oleaje incidiendo de manera ortogonal a
una playa recta y paralela, con K, = 1), podemos expresar la ecuacién (270) como

Hp = /24, (273)
npcp

M3s aln, si asumimos un régimen de onda larga donde n — 1y ¢ = +/gh

h

4/ LA

ecuacién que se conoce como la ley de Green. Antes del advenimiento de la era digital, esta ecuacién era utilizada para
calcular la altura de ondas largas (e.g. tsunamis y mareas) a partir del valor de la altura en algin punto conocido. En
la actualidad, los modelos numéricos permiten resolver ecuaciones del tipo (251) para oleaje transiente e irregular, con
difraccién, interaccidén oleaje-corriente, entre muchos otros fenémenos de interés.

24.4. Ejemplo de analisis de sensibilidad para modelos que promedian la fase

Los modelos de oleaje son sensibles al i) nivel del mar y ii) al viento local entre la condicién de borde de aguas
profundas y el punto de interés, entre otras variables y pardmetros de entrada. Naturalmente, cambios en el nivel del mar
modifican la profundidad sobre la cual se propaga el oleaje, y con ello la celeridad y todas las propiedades del oleaje. El
viento, por su parte, puede incrementar la energia espectral y modificar las propiedades estadisticas del oleaje, como la
altura significativa, el periodo y la direccién. Para ilustrar la sensibilidad del oleaje ante cambios de dichas variables, recu-
rro a un modelo desarrollado para caracterizar el temporal del 8 de agosto de 2015 en la regién de Valparaiso (Winckler
et. al, 2017). Para contextualizar el andlisis, se incluye una descripcién del modelo (que puede también servir de ejemplo
para informes donde se utilizan modelos similares). Aqui va el ejemplo:
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Para establecer las caracteristicas de oleaje en la costa se efectué una propagacién del estado de mar extremo me-
diante el modelo SWAN, que resuelve las ecuaciones de balance de accién (Booij et al., 1999; Ris et al., 1999). Este
modelo permite caracterizar los procesos de asomeramiento, refraccién y rotura, pero no resuelve en forma adecuada la
difraccidn y reflexién generadas por obras maritimas y accidentes geograficos abruptos. Por esta razdn y debido también
a la escasa informacién batimétrica disponible en la zona costera, los resultados obtenidos son representativos de pro-
fundidades superiores a 10 m y lejos de bordes costeros rocosos. El modelo de elevacién digital se generd a partir de
cartas niuticas digitales del SHOA (Servicio Hidrografico y Oceanogréfico de la Armada de Chile) mediante una interpo-
lacién mediante la triangulacién de Delaunay. La condicién de borde en aguas profundas se definié a partir del espectro
registrado por una boya Watchkeeper ubicada en aguas profundas frente a Valparaiso durante el peak del temporal. Esta
condicién se asumié como representativa de aguas profundas frente a las tres bahias de interés, lo que se observa en
las condiciones del borde homogéneas en el limite exterior del modelo. El espectro se discretizada en 127 frecuencias
comprendidas entre 0,005 a 0,64 Hz, con un intervalo de 0,005 Hz, y 120 direcciones cubriendo de 0° a 360°, cada 3°.
Los modelos se realizaron en modo estacionario, incluyendo los efectos de disipacién del oleaje por whitecapping, rotura
y friccién.

Los modelos para evaluar la sensibilidad del modelo al nivel de marea consideran 0 m NRS (Figura 58a) y +1,8 m
NRS (Figura 58b); este dltimo valor correspondiente a la envolvente superior de combinacién entre marea astronémica
y meteoroldgica para el evento. Los resultados indican diferencias despreciables de la altura significativa a profundidades
mayores a 20 m, y diferencias de hasta 2 m para el caso con marea maxima en sectores puntuales y muy bajos (Figura 58c).

Por otra parte, se comparé un caso sin forzante de viento con uno correspondiente a un viento de 10 m/s, prove-
niente del oeste. Cabe notar que para este evento la direccién y magnitud del viento se caracterizaron por i) una gran
variabilidad temporal en cada estacién meteoroldgica y ii) una gran diferencia entre estaciones costeras. Se constaté que
el modelo no es tan sensible al viento, puesto que se registran alturas significativas superiores en menos de 0,5 m en
sectores muy puntuales para el modelo con viento. A falta de datos de oleaje en la costa, no se pudo efectuar un proceso
de calibracién y validacién.
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. 7 3

Figura 58: Modelo de propagacion de oleaje desde aguas profundas a someras para el temporal 8 de agosto de 2015
en la Bahia de Quintero. Las condiciones de aguas profundas corresponden a una altura de ola significativa en aguas
profundas de Hs = 7,23 [m], un periodo peak Tp = 13,3 [s] y una direccién de 310°. Los gréficos de la columna izquierda
permiten sensibilizar resultados a variaciones de la marea, sin considerar viento: a) Modelo con marea de z=40,0 m
NRS, b) Modelo con marea de z=+1,8 m NRS y ¢) Modelo con marea menos sin marea (b — c). Los gréficos de la
columna derecha permiten sensibilizar resultados a variaciones del viento, para una marea constante de z=+1,8 m NRS:
d) Modelo sin viento, b) Modelo con viento oeste de 10 m/s y ¢) Modelo con viento menos sin viento (e — d).
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25. Modelos que resuelven la fase

Los modelos que resuelven la fase se dividen en los regimenes de Stokes y de onda larga, segiin se muestra en la
Figura 59, en la que también se incluyen algunos software comiinmente utilizados en la practica de ingenieria. En este
texto nos enfocamos en el segundo régimen pues es de aplicacién comtin en la ingenieria costera. El régimen de Stokes es
muy apropiado para aplicaciones en aguas profundas (e.g. plataformas petroliferas, artefactos flotantes, dispositivos de
generacién de energia, entre otros) y su aplicacién, a excepcién del caso particular de la teoria lineal del oleaje, es poco
frecuente para nuestra realidad. Si no tienes exposicién previa a esta materia, se recomiendo recurrir a textos cldsicos de
mecdanica de ondas (e.g. Dean & Dalrymple, 1991).

TEORIA LINEAL EC. DE PENDIENTE SUAVE
LINEAR WAVE THEORY MILD SLOPE EQUATION
6§ <<1 & s<<1 m<1/3
(Stokes 1) (lineal, sin interaccion entre componentes
RE(S;]!gEESDE ni viento, monocromatico)
H 21 TEORIAS AMPLITUD FINITA APROX. PARABOLICA
FINITE AMPLTUDE WAVE THEORIES REF-DIF, OLUCA MC, OLUCA sP,
6 << ‘I & s~ 0(10-2) MIKE21MSE, RCPWAVE
(Stokes II, III, V), C-noidal
APROX. ELIPTICA
MSP-UGR, MIKE21MSE, CGWAVE, MSP-
UNAM
LN EAT APROX. HIPERBOLICA
FIRST ORDER LONG WAVE THEORY (Transiente, reflexion, difraccion,
6 <L p2 U[ << 1 refraccién, asomeramiento, dispiacion)
Amplitud reducida
ECUACION DE BOUSSINESQ EC. DE ONDA SOLITARIA
BUOSSINESQ EQUATIONS X SOLI'!'ARY WAVE_THEORY .
6 ~ o(pz) Ul' - o(-l) Solucion G;Gh;lc: a pc_r:ilr dve_lo ecuacion
Relative depth Amplitud moderada. debilmente no eV e Ties
u = h / ;“ lineales y debilmente dispersivas
MIKE21BW, BOUSSQ, FUNWAVE TEORIA C-NOIDAL
DISPERSION C-NOIDAL WAVE THEORY
Solucion andlitica a partir de la ecuacion
ONDA LARGA NO LINEAL de Kort -de Vri
Steepness HIGH ORDER LONG WAVE THEORIES cfoneveede T
s =H/A §>>p2 Ur>>1
Gran amplitud
Relative height ADCIRC, RMA2, MIKE21HD, TUNAMI
6 =H/h
NO LINEALIDAD
REYONLDS AVERAGED NAVIER- LARGE EDDY SIMULATION
Ursel number STOKES EQUATIONS LES
Ur = 6/¢2 = HA2/h3 RANS

Figura 59: Teorias de ondas que resuelven la fase.

25.1. Ecuaciones de onda larga

En esta seccién se introducen las ecuaciones de onda larga, conocidas también como las ecuaciones de aguas someras
o nonlinear shallow water equations en inglés (NSWE). Estas ecuaciones permiten resolver la fase de ondas propagdndose
en aguas relativamente someras; esto es ondas cuya longitud es mucho mayor que la profundidad a la cual se propagan.
Para ello comenzamos introduciendo los pardmetros que permiten estudiar los regimenes de ondas en aguas someras
y luego derivamos las ecuaciones de gobierno. Las ecuaciones de onda larga, corresponden a una versién simplificada
de las ecuaciones de Navier-Stokes y son obtenidas a partir de un promedio en la dimensién vertical que es adecuada
para describir el movimiento de los fluidos cuya escala horizontal es mucho mayor a la vertical. Con esta integracién se
simplifica el problema de tres a dos dimensiones y se reduce el costo computacional al 1% del esfuerzo de célculo que
necesita el modelado 3D (Liu, 2009 ). Como contraparte, al pasar de 3 a 2 dimensiones, se pierde informacién sobre la
estructura vertical del flujo.

Estas ecuaciones se pueden utilizar para el modelado de una serie de ondas largas, es decir, oleaje en aguas someras,

mareas, tsunamis, mareas meteoroldgicas (storm surge), corrientes ocednicas (en la medida que no exista estratificacién
vertical), flujos de lava, lahares y ondas a escala ocednicas, como las de Poincare, Kelvin y Rossby, entre otros.
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Las NSWE son también conocidas como las ecuaciones de Saint-Venant en honor a Barré de Saint Venant, quien en
1871 derivé una versién unidimensional de estas ecuaciones para el flujo de canal abierto*. Estas ecuaciones son vilidas
para problemas en los que la dindmica vertical se puede despreciar en comparacién con los procesos que ocurren a escala
horizontal. A diferencia de las ecuaciones de Boussinesq, las ecuaciones de onda larga se basan en el supuesto de que la
presidn es hidrostatica, es decir, de que la aceleracién vertical durante el paso de la onda es despreciable en comparacién
con la gravedad. La consecuencia de este supuesto es que la velocidad horizontal es uniforme en toda la profundidad.
Este supuesto se viola en ondas relativamente cortas o altas, cuando hay discontinuidades de la superficie (e.g. resalto
hidrdulico) o cuando el fondo cambia bruscamente.

Las NSWE son no dispersivas (la celeridad de onda y grupo no dependen del nimero de onda), un efecto acumu-
lativo que puede ser importante durante la propagacién a largas distancias. Por esta razén, estas ecuaciones no dan
soluciones permanentes debido a la no linealidad y tienden a generar asimetrias en el perfil de la onda que explican
fenémenos como la rotura o los shocks. Las ecuaciones de Boussinesq, en contraste, contienen términos adicionales que
tienen en cuenta este efecto y, por tanto, bajo ciertas condiciones, dan origen a ondas de forma constante (solitarias).

25.1.1. Parametros adimensionales

En esta seccién se introducen algunos parametros adimensionales que permitiran estudiar los regimenes de propagacién
de ondas en aguas someras. Para ello, definimos tres escalas de longitud: la profundidad tipica en condicién de reposo
ho, la longitud tipica de la onda ;\0 y la amplitud tipica de la onda ag. El tongo en las variables indica que éstas tienen
dimensiones; todas ellas de longitud. Cabe notar que la escalas no corresponden a valores exactos, sino que indican
6rdenes de magnitud, y sirven para tener una nocién del régimen de ondas que interesa analizar. Para el regimen de onda
larga, por ejemplo, asumiremos la relacién ayp < ho < Xo. A partir de estas escalas definimos los niimeros adimensionales

_ho
S

G (276)

I y €=

ho’
que representan a la dispersién de frecuencias y a la nolinealidad, respectivamente. La dispersién de frecuencias es
responsable, por ejemplo, de |la generacién de pequefias ondulaciones de celeridad menor a la onda principal (denominadas
en inglés como trailing waves y leading wave, respectivamente) a medida que se alejan de la fuente. La nolinealidad, por
su parte, genera un aumento de la pendiente en la cara anterior de una onda que se propaga desde la fuente, induciendo
eventualmente su rompimiento por inestabilidad (en términos matematicos, esto es denominado un shock). En la Figura
60 se ilustran estos efectos para un pulso inicial de forma gaussiana, que se propaga a la derecha. Cabe mencionar
que estos efectos son acumulativos y requieren de que las ondas se propaguen un distancia considerablemente mayor a
la longitud de onda tipica. También es importante saber que dispersion de frecuencias es un fenémeno lineal en tanto
que la nolinealidad, valga la redundancia, no lo es. Estos fenémenos apareceran en forma explicita en las ecuaciones de
Boussinesq. Introducimos también el nimero de Ursell

n(z) DISPERSION n(z) NOLINEALIDAD
t3 t3
to L to
ty ty
t=0 x t=0 > T

Figura 60: Efectos de la dispersion y nolinealidad sobre una perturbacion de la superficie, en forma Gaussiana.

4Las ecuaciones de Saint Venant (Chanson, 2004; ecs.16.14 y 16.15.b) son

A 8Q
REET s )
8t+8x
0Q 9/ o OH
= 4+ = A A== =gA(so — , 275
2t o (W2 A) + 94T = 9A (50 - 5) (275)

donde la seccién transversal del flujo A y el flujo @ = (u) A son incégnitas, (u) es la velocidad promediada en la seccién, sg la pendiente de
fondo y sy la pendiente friccional. Estas ecuaciones se han usado para flujos estacionarios por mas de un siglo y en forma mds reciente para
flujos transientes (e.g. Dessler, 1978).
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Figura 61: Magnitudes relevantes en un régimen de onda larga, en funcion de la profundidad. En condiciones normales,
las ondas se propagan desde las profundidades mayores (derecha) a menores (izquierda) y transitan sucesivamente desde
el régimen de onda larga lineal (LSWE), al de Boussinesq y al de onda larga no lineal (NLSWE) antes de la rotura.

~ 5\2
U, = — = 2%, (277)
I h3

que define la importancia relativa entre la nolinealidad y la dispersion de frecuencias. En palabras simples, para valores
grandes de U,. domina la nolinealidad y mientras mas pequefio, domina la dispersién de frecuencias. Este nimero permite
establecer el régimen de ondas, en funcidn del peso relativo de ambos efectos, segtin se presenta en la Figura 59. A objeto
de ejemplificar como estos valores inciden en la propagacién de ondas, estudiaremos el caso de ondas propagandose en
aguas someras hacia una profundidad h decreciente (por ejemplo, oleaje propagandose a una playa). En esta condicién,
las escalas tipicas varian con la profundidad. En la condicién de aguas someras, la amplitud @ obedece a la ley de Green

'S

= ao o< hy'*, (278)

Q>
I
Q>
3

>
= 3

donde el subindice 7 en la expresidén de la izquierda representa un punto en aguas someras donde las propiedades del
oleaje son conocidas y la expresion de la derecha describe como varia la escala de amplitud tipica con la profundidad. La
Ley de Green no asume pérdidas ni ganancias de energia, omite la reflexién y se basa en los supuestos de la teoria lineal
del oleaje (e.g. alturas infinitesimales, entre otros supuestos). La longitud de onda se representa mediante la expresién

X =T1/gh, = Xo o h!?. (279)

La dispersion de frecuencias, la nolinealidad y el nimero de Ursell presentan por tanto la siguiente dependencia con la
profundidad

w=h?, e=hy'* y U, = hg"*. (280)

En la Figura 61 se muestra el comportamiento de las variables relevantes en un régimen de ondas largas, en funcién de la
profundidad. Se observa que una onda larga pasa por diferentes regimenes en la medida que se propaga desde mayores a
menores profundidades. En la zona mas profunda (pero siempre en el régimen de onda larga) donde U, < O (1), domina
la dispersidn de frecuencias por sobre la nolinealidad y el régimen corresponde al descrito por las ecuaciones lineales de
onda larga (linear shallow water equations). En una zona intermedia donde U, = O (1), la nolinealidad es balanceada
por la dispersién de frecuencias y el régimen corresponde al de Boussinesq. En la zona de menor profundidad donde
U, > O(1), la nolinealidad domina y el régimen corresponde al de las ecuaciones nolineales de onda larga (nonlinear
shallow water equations).
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25.1.2. Derivacién (simplificada) de las ecuaciones de onda larga

En la literatura existen varias formas para derivar las NSWE, entre las que destaco las siguientes:

= Mediante el balance de masa y momentum sobre un volumen de control infinitesimal

= Mediante las ecuaciones de Euler en forma dimensional, promediando en la profundidad (GIOC, 2003)

= Mediante las ecuaciones de Euler adimensionales, utilizando métodos de expansién (Svendsen, 2006)

= Mediante las ecuaciones generales de onda larga adimensionales, utilizando métodos de expansién (Liu, 2004)

Los dos primeros enfoques no permiten cuantificar el orden de magnitud de los términos de las ecuaciones, mientras que
los dos dltimos -basados en métodos de escalamiento y perturbacién- permiten retener esa informacién y por tanto son
mas rigurosos. Por simplicidad, en esta seccién seguimos el primer enfoque. Las ecuaciones resultantes se expresan en
forma diferencial para que sean independientes del volumen de control. El segundo enfoque se incluye en el Anexo 25.1.3.

Ecuacion de conservacion de la masa

Por simplicidad, derivaremos esta expresidn en un sistema cartesiano de dos dimensiones, x — z, donde no hay variacién
en y, seglin se indica en la Figura 62 . Consideremos un volumen de control que cubre desde el fondo h (x), considerado
fijo en el tiempo pero variable en el espacio, y la superficie del agua definida por 7 (z, t).El volumen de control se define

por la expresidn
V=AzAyh+n]. (281)

A través de la cara izquierda del volumen de control ingresa un flujo de agua con una velocidad media en la profundidad,
que se define mediante la expresion

n
1
u(z,t) = o /u(x,z,t) dz. (282)
—h
El flujo mdasico entrando al volumen de control es
F, = PHAZJ [h + 77] ; (283)

donde el subindice e corresponde a entrada. Dimensionalmente

M L M
F.] = [puly (h =|—=-=-L-L|=|=], 284
Rl =y 0ot = |75 7102 | = |7 (284)
y representa la masa entrando al volumen de control por unidad de tiempo. En la expresién anterior M, L y T representan
masa, longitud y tiempo, respectivamente. El flujo mdasico saliendo sobre la otra cara del volumen de control se puede
expresar, utilizando una expansién de Taylor (seccién 29.2), como

OF, 0%F, Az? O"F, Ax™
F,=F, °A S © , 285
+ ar + oxr2 2 et oz n! (285)
. z=mn(x,t) . .
Y
Ax z
z=—h(x) 1 pgAn

Figura 62: Seccidn tipica utilizada para la derivacién de las ecuaciones de onda larga. El volumen de control se indica en
rojo
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que combinando con (283) da

2 2 n n

_ o, _ 0 _ Ax . Az
Fy = puly[h+n] + p (puly[h+n]) Az + gy (puly [h+n]) S tetaa (puly [h+n]) .

(286)

Si se asume que el volumen de control es constante y que la funcién = es continua, los términos de orden mayor se
pueden expresar como un error de truncamiento

B
Fy = puly [h+n] + o= (puldy [ +n)) Az + O (Ae?, Ay) (287)

donde O significa «del orden de». Cabe mencionar que en esta derivacién no es necesario retener el tercer término pues,
como se vera en adelante, desaparece al tender el volumen de control a uno infinitesimal. Una vez conocidos los flujos
en ambas caras, procedemos a hacer una balance de masa del agente en el volumen de control

om

E:FE—FS, (288)
donde m = pAxzAy (h 4+ n) es la masa del agente en el volumen de control. En palabras simples, la ecuacién (288) dice
que la variacién local de la masa en el volumen de control es balanceada por el flujo neto en ambas caras. La resta de
los flujos debe tener sentido en esta expresidn: en caso de que el flujo entrante es mayor que el de salida, F, — F5 > 0,
la masa en el volumen de control debe aumentar, esto es dm /9t > 0. Usando las expresiones (283) y (287) da

9 (pparylh+) =

P 0 (puly [h+n)) Az + O (Az?, Ay). (289)

X

Dividiendo por AzAy y haciendo tender el volumen de control a cero (esto es Az — 0) da

0 0
—(plh + —(pulh =0. 290
g (Pl ml) + o (pulh + 1)) (290)
Cabe notar que esta expresidn es exacta, a pesar de provenir de una aproximacién de Taylor. Asumamos ahora que el
flujo es incompresible. En términos matematicos, este supuesto implica que la derivada material de la densidad es cero

(ver ecuacién 31)
dp _Op

9p , _9p _
dt Ot or

Al expandir cada término de (290) usando la regla del producto, combinar esta expresién con 291 e imponer Oh /0t = 0,
se obtiene

+a 0. (291)

an 0 _
o T, @h+n)=0. (292)

Fisicamente esta expresion sugiere que la variacién de masa en el volumen de control es balanceada por el flujo masico
neto en los contornos del mismo.
Ecuaciéon de conservacion de momentum

Para la ecuacién de conservacién de momentum, recurrimos a la segunda ley de Newton, que indica que la suma de
las fuerzas externas es equivalente a la variaciéon del momentum

dM
§ F=_—"2=
e (293)

donde M (z,y,t) = (M, M) es el momentum y F (z,y,t) = (F,, F) corresponde a la(s) fuerza(s) actuando en el
plano horizontal. Como veremos en la seccidn 25.3, existen muchas fuerzas que se podrian incluir en esta suma, como las
asociadas al viento, a variaciones en la presién atmosférica, a las mareas, a la friccidn, a la turbulencia y a la aceleracién
de Coriolis, entre otras. Por el momento, solo nos concentramos en la presion del fluido. Desarrollemos el balance de
momentum en la dimensién x. Para el volumen de control, el momentum se define como

M, = mu = pulAzAy[h+ 7). (294)
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Seglin la teoria lineal del oleaje (Dean & Dalrymple, 1991) para ondas largas (o lo que es equivalente, para ondas en
aguas someras), la presidn es hidrostdtica. La fuerza de presidén actuando en ambas caras, de distribucién triangular,
puede aproximarse mediante la expresién

> F,=—PAA=—pgAnAy[h+n]. (295)
Combinando (293), (294) y (295)
d  _
—pgAnlAyh+n] = - (pulazly[h +n)). (296)
Dividiendo por AzAy y tomando el limite para un elemento infinitesimal, se obtiene
on d, _
—pgg th+nl == (pulh +n]). (297)

Aplicando la regla del producto al término de la derecha

on dp_ d ,_
_ = — 2
g [htnl = —alh+nl + o (@h +n]) (298)
e invocando el supuesto de que el flujo es incompresible (ver ecuacién 31), nos permite obtener la expresién
an d
—g—|[h =—(ulh . 2
g2 h+n] = 2 @[+ ) (299)

El dltimo paso es asumir que la desnivelacién es mucho menor que la profundidad, n < h, lo que implica que h +n =~ h.
Este paso implica la linealizacién de la ecuacién 299, puesto que en el lado izquierdo, aparece el término nolineal ndn/dx
. Recordemos también que la profundidad no depende del tiempo. Con estos supuestos se llega a la expresién

on du
_g— = 2= 300
Yor — at (300)
Finalmente, aplicamos la definicién de derivada total y reordenamos términos para llegar a la expresion:
ou au on
= ~1_9 301
ot " or "9 T (301)
que es la ecuacién de conservaciéon de momemtum para un flujo incompresible en régimen de onda larga.
Ecuaciones de onda larga
Las ecuaciones de onda larga se resumen el siguiente sistema de ecuaciones:
an 0
—+ = hlw) =0 302
5 g, (AW =0, (302)
au ou on
— +u— — =0 303
ot * “or + Ior ’ (303)

donde las incdgnitas son la desnivelacidn instantanea 7 y la velocidad media integrada en la vertical w. Estas expresiones
se puede generalizar a un flujo bidimensional dado por una velocidad V (x,y,t) = (@, ?)

oy 0 _ 9 _
b o (@b al) + 5 (0l +a]) =, (304)
ou _ou _ou Oy

VL C R Y (306)

ot + Yo y dy
que en términos vectoriales se representa mediante la expresion:
P _
6—7Z+v.(V[h+n]):o. (307)
ovV - _—
E+V~VV+9V77=O. (308)
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25.1.3. Derivacién (algo mas rigurosa) de las ecuaciones de onda larga

A continuacién se resumen los lineamientos basicos a partir de los cuales se derivan una forma relativamente estanda-
rizada de estas ecuaciones. Las NSWE se derivan a partir de la integracidn en la vertical de las ecuaciones de conservacidn
de la masa (62) y momentum (63) para un flujo incompresible e irrotacional, i.e.

V-V =0, (309)

av 1
TtV (Vev)=—Vpig (310)

Por simplicidad, las ecuaciones fundamentales se muestran en dos dimensiones en el plano vertical

ou  Ow

o + P 0 (311)
ou 9 , 0 _ 1op
priae (u) + P (uw) = P (312)
ow 0 9 o 10p
ot + Ox (wu) + 0z (w’) = p 0z ’ (313)

La derivacién a tres dimensiones sigue un esquema similar®. La Figura 63 ilustra la ubicacién del sistema de coordenadas
utilizado en la derivacion.

z=—h(x)
Figura 63: Seccion tipica utilizada para la derivacion de las ecuaciones de onda larga.

Para integrar la ecuaciones (311) y (312) en la vertical y reducir el problema de tres a dos dimensiones, es necesario
introducir condiciones de borde en el fondo y en la superficie. Estas condiciones de borde son de caricter cinematicas
(asociadas al movimiento) y dindmicas (asociadas al momentum o a la energia). La condicién cinematica para el fondo

z = —h(x) viene dada por
oh
w=—ug, en z=—h(x), (315)
e implica que la velocidad normal al fondo es nula, esto es, que el fondo es impermeable®. Esta ecuacién es simple y no
requiere de un tratamiento especial.

Cabe notar que, siendo consistente con el supuesto de flujo irrotacional, se omite la condicién de no deslizamiento
en el fondo (no-slip condition en inglés). Esta condicién es vélida para fluidos viscosos y establece que en una frontera
liquido-sdlido, el fluido tienen una velocidad nula relativa a la frontera. Las implicancias del supuesto que el flujo es
irrotacional son importantes. Por ejemplo, no se desarrolla la capa limite en el fondo y por tanto toda la riqueza que
ocurre en ella se omite (e.g. la transferencia de momentum normal a la pared, los marcados gradientes de velocidad y

5Cabe notar que los términos advectivos en las ecuaciones de momentum estdn escritos en forma conservativa, pero pueden ser expresados
en forma no conservativa apelando a la ecuacién de conservacién de la masa (311). Con ello por ejemplo, la ecuacién (312) se escribe como
ou ou ou 1 9p

== == = _F 314
8t+u81+w8z p Ox (314)

SEn la teoria lineal se asume la batimetria es constante (9h/dx = 0) y por tanto la velocidad vertical es nula (w = 0). Ello implica que las
propiedades mecénicas del oleaje son funcién de la profundidad local y no son afectadas por la variacién de la batimetria en el espacio, lo que
constituye una limitacién. Por ejemplo, dos playas con pendientes diferentes (una muy inclinada y otra muy plana) e iguales propiedades de
oleaje en aguas profundas, presentaran idénticas propiedades de oleaje a una profundidad dada, independiente de la distancia que recorran y de
la «historia» de su evolucién. Esta limitacién es superada en las ecuaciones nolineales de onda larga -donde el término Oh/Jx no se desprecia-
en la medida que las variaciones batimétricas nos sean excesivamente abruptas.

93



esfuerzos de corte). Fenémenos de fondo, como el transporte de sedimento, requieren de relajar este supuesto e incorporar
la rotacionalidad en el flujo. Con todo, la capa limite en el fondo ocednico y lejos de la rompiente es pequefia comparada
con la profundidad a la que se propagan las ondas.

Para la superficie z = n (z,t), en contraste, la condicién cinematica

w= n +u n en z=rn(x,t) (316)
ot ox’
tiene la complicacién de que la superficie de evaluacién no es conocida a priori y el segundo término es nolineal, es decir,
una multiplicacién de dos incégnitas’. En las ecuaciones nolineales de onda larga nos interesa mantener la nolinealidad
-en este caso no es estrictamente una nolinealidad matemdtica, sino una limitacién geométrica- de modo que obviaremos
esa simplificacién. Finalmente, en la superficie asumiremos que la presién atmosférica es nula, es decir

p=0, en z=n(x,t). (317)

Cabe mencionar que en casos donde la presién atmosférica es variable, como en la marea meteorolégica (o storm surge
en inglés), esta restriccién no es vélida.Para integrar estas ecuaciones, se recurre a la regla de Leibniz

a=b(t) a=b(t)
of 0b da
el - - - = — 1
i / Fda = / Liwt fle=b0) S ~f =00 (318)
=a(t) z=a(t)
y al teorema fundamental del cdlculo
af
— f(=h). 319
5,4 = 1) —f(=h) (319)
~h
El procedimiento es el siguiente. Se integra la ecuacién de conservacién de la masa (311) entre el fondo z = —h (z) y la

superficie z = en (z,t), aplicando la regla de Leibniz (318), el teorema fundamental del célculo (319) y las condiciones
cineméticas de fondo (315) y superficie (316) para obtener la expresién
an 0

5 T gy (h+w) =0, (320)

donde la velocidad media integrada en la vertical se define como
u(z,t) = —— / u(x,z,t)dz. (321)

Cabe notar que la velocidad @ (z,t) no depende de la profundidad y por lo tanto no ofrece informacién de la estructura
vertical de velocidades, que puede ser importante en casos donde hay estratificacion. Si se quisiere conocer dicha estruc-
tura, se deben resolver ecuaciones 3D no integradas en la vertical, o asumir, como aproximacién, una estructura vertical
donde el fondo tiene velocidad cero y la superficie un méximo (e.g. de tipo logaritmica). Para la ecuacién de momentum
(312) se procede de manera similar, con lo que se obtiene la expresién

(?pd

Xz (322)

o (et )+ - ([t ) = -

Al analizar el sistema de dos ecuaciones dado por (320) y (322), se tienen cuatro incégnitas: 7, @, wu y p. Cabe mencionar
que u? sélo es equivalente a W cuando el perfil de velocidad horizontal en la vertical u (z, z,t) es constante. En el resto
de los casos esto no ocurre y es por ello que @ y wu constituyen variables independientes. En este punto debemos tomar
una decisién respecto de la estrategia a seguir en la derivacién. Una opcién rigurosa es recurrir a métodos de escalamiento
y perturbacién, que permiten hacer aproximaciones a las ecuaciones conociendo el orden de magnitud del error. Esta

7En la teoria lineal, y bajo el supuesto de que la amplitud es pequefia, se asume que esta expresién es valida en el nivel estatico,
z =n(x,t) ~ 0y se evita el problema de desconocer el contorno de integracién (este supuesto se fundamenta en la expansién de Taylor).
Asimismo, en dicha teoria, se asume que el término nolineal de la derecha es despreciable, supuesto que se explica en forma rigurosa mediante
técnicas de escalamiento que exceden el alcance de este curso.

94



opcién requiere de conocimientos avanzados de matematicas que asumo no tiene el lector. La otra opcién adoptada aqufi
es simplemente asumir que

W’ = + €, (323)

donde desconocemos el orden de magnitud de ¢, pero lo asumimos mucho menor que wut. Bajo este supuesto reducimos
el nimero de incégnitas a tres. Cabe mencionar que si la velocidad horizontal es efectivamente constante en la vertical,
€ = 0. Para eliminar la presién p del sistema, se recurre a la ecuacién de conservacién de momentum en la vertical (313),
haciendo el supuesto de que las aceleraciones verticales son mucho menores a la gravedad:

PR

Este supuesto es quizas el mas fuerte de las ecuaciones lineales de onda larga. Implica que las ondas son no dispersivas,
es decir, que la dispersién de frecuencias es despreciable y las ondas (en rigor todas las constituyentes arménicas que
conforman la superficie libre) se propagan con la misma celeridad®. El supuesto (324) permite reducir la expresién (313)
a

\ < -l (324)

op _
325
5, = P9 (325)
la que integrando desde una profundidad cualquiera z a la superficie n da
p(m) —p(2)=—pg(n—2). (326)

Si es de interés modelar la marea meteoroldgica, se debe imponer una distribucidén espacio-temporal de la presién at-
mosférica, p (1) = pa (z,t), que debe ser conocida a partir de, por ejemplo, un modelo meteorolégico (ver seccién 25.3).
Si, por el contrario, se aplica la condicién de borde dindmica de superficie (317), entonces p(n) = 0. Diferenciando y
considerando que z y x son independientes, se obtiene una relacién entre la desnivelacién de la superficie 77 y la presion
'z

o _ 00 Opa

oz Mor " oz
donde, reitero, la presién atmosférica es conocida. Con el supuesto (324) se reducen las incégnitas del sistema (320) y
(322) a dos, por lo que el sistema estd determinado, en la medida que se impongan condiciones iniciales y de borde para
la desnivelacién instantdnea n y la velocidad horizontal media en la profundidad w. Descartando la presién atmosférica,
la ecuacién (322) se expresa como

(327)

O ey + 2 () = gl ) O (328)

9] ox
Existen muchas formas de expresar el sistema de ecuaciones (320) y (328). Una de ellas es introduciendo la profundidad
total como incégnita, H (z,t) = h (z)+n (z,t), con lo que con algo de manipulacién algebraica se obtienen las expresiones

8;: aa:c () = 0, (320)
gt (Hu) + a% (Hw?) + 5; (gH?) = gH?. (330)
Sin mayor dificultad, esta expresién puede ser ampliada a dos dimensiones para dar
%{ + a% (H7) + a% () = 0, (331)
% (Hu) + a% (Hu2 + ;gH2> + aﬁ (Huw) = gHgZ, (332)
;(Hv)—i— 83 (Hu©) + aﬁ (Hv + gH2> H%Z (333)

8Para evaluar el error en que se incurre cuando se asume que u? = Ta, recomiendo que hagas el ejercicio de calcular el error para una

distribucién parabdlica de velocidades, con valor nulo en el fondo debido a la condicién de no deslizamiento, y velocidad méxima en la superficie.
Calcula ambas cantidades y la diferencia serd el error.

9Para incorporar la dispersién de frecuencias en el régimen de onda larga, se debe recurrir a la aproximacién de Boussinesq para ondas
débilmente dispersivas y débilmente nolineales (weakly dispersive weakly nonlinear waves). Esta aproximacidn considera términos adicionales
con derivadas de tercer o cuarto orden, dependiendo de si la derivada local 9/0t estd expresada en primer o segundo orden. Recomiendo, si
te interesa entender la derivacién de las ecuaciones de Boussinesq, ver Svendsen (2005, capitulo 9).
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donde los términos de la derecha se interpretan como forzantes asociados a los cambios espaciales de la batimetria. El
sistema también se puede escribir en forma vectorial

0Q OF  0G

5 T 0 T a0 o9 =B(Q) (334)
donde

Q = (H Hu, Hv)" (335)

T
F(Q = (Hu,Huz—l—;gHQ,huv) (336)

1 T
G(Q = (Hv,Huv,Hv2+29H2> (337)

oh  oh\"

B(Q) = (0 gH 59 Hay) (338)

Existen también versiones de las ecuaciones no lineales de onda larga en funcién de los flujos p = Hu y ¢ = Hv. Estas
versiones expresadas en forma conservativa y no conservativa (ver la equivalencia entre las ecuaciones (312) y (314)),
que a pesar de ser equivalentes, las primeras tienen mejores propiedades para su implementacién numérica. Para obtener
la velocidad vertical, se integral la ecuacién de conservacién de la masa (311)

ow ou Ov
9" o oy (339)
entre el fondo y una profundidad genérica z
ou  Ov
w(z) =w(—h) - (3m+8 )( +h), (340)

donde se observa que ésta varia linealmente con la profundidad, coincidiendo con el resultado de la aproximacién asintética
de la teoria lineal del oleaje para aguas someras.

25.2. Ecuaciones de Boussinesq

Las ecuaciones de Boussinesq incorporan el efecto de la dispersién de frecuencia. Una de las tantas formas de
expresarlas fue derivada por Peregrine (1967)

0
£+V([mum=a (341)
8V h ov h ov

donde V es el vector velocidad media integrada en la vertical y 7 la desnivelacién instantdnea. En la forma propuesta
por Peregrine, la conservacidn de la masa es exacta y las de momentum tiene implicita una aproximacién, cuya magnitud
es posible de conocer mediante técnicas de escalamiento y de perturbacién que asumo desconocidos al lector, pero que
pueden ser visitadas en el texto de Svendsen (2006, capitulo 9). Notar que la ecuacién de la masa (341) es equivalente
a las obtenida en las ecuaciones de onda larga (307). La ecuacién de momentum (342) tiene los mismos tres primeros
términos que (308), pero incluye términos adicionales asociados a la dispersién de frecuencias.

Para con profundidad constante y en una dimensién espacial, una de las tantas ecuaciones que deriva en el texto
son

on 0
4
o1+ 2 (41w =0 (343)
- - 2 93
ou | G0u .y on M ou (344)

ot Ox 890 3 0tox2
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Cabe notar que las ecuaciones de Boussinesq se basan en el supuesto que los términos nolineales y dispersivos son mucho

menores que los inerciales
ou on _ou h? 93w
(5) (o3) > (va2) - (5 0men) (34

Como en las ecuaciones no lineales de onda larga, existen también muchas formas de expresar estas ecuaciones, ya sea
en términos de la velocidad en la superficie, la velocidad en el fondo, el flujo, etc. Naturalmente, la seleccién de una
forma velocidad determina la aparicién de términos tanto en las ecuaciones de conservacién de la masa y momentum. La
seleccion de la velocidad también genera modificaciones en las propiedades dispersivas de las ecuaciones, esto es, en la
capacidad de ellas de calcular la dispersién de frecuencia en la medida que aumenta la profundidad relativa hacia aguas
profundas. Para profundizar en las ecuaciones de Boussinesq, sugiero revisar el paper de Brocchini (2013) y el libro de
Dingemans (1997).

25.3. Inclusiéon de otras fuerzas externas

En las secciones anteriores se presentaron las ecuaciones nolineales de onda larga y las de Boussinesq, considerando
que la dnica fuerza externa es la gravedad (la presién es una fuerza interna). En la realidad existen otras fuerzas que
pueden ser relevantes en el modelado de ondas largas. Una clasificacidn algo antojadiza es la siguiente:

» Fuerzas inerciales asociadas a la aceleracidn local, advectiva y de Coriolis

= Fuerzas de superficie asociadas a los gradientes de presién atmosférica, al viento y a la tensidn superficial
= Fuerzas de cuerpo asociadas a la gravedad de la tierra y al potencial de marea astronémica

» Fuerzas disipativas asociadas a la friccion de fondo, la turbulencia y la rompiente

Una muy buena introduccién a dichas fuerzas se encuentra en Tan (1992) y Liu (2010). En esta seccién se discuten
conceptos basicos sobre la naturaleza de estas fuerzas y algunos ejemplos de cémo se modelan®®. Para simplificar el
analisis, utilizamos un caso unidimensional con profundidad uniforme. Una opcién (poco rigurosa) para incorporar las
fuerzas externas en el andlisis, es extender la ecuacién de conservacién de momentum (344), o en su defecto la ecuacién
nolineal de onda larga, como sigue:

ou 0w On K 0m
ot " "or "9z 3 0tor?

donde Fj,, es la fuerza asociada a los gradientes de presién atmosférica actuando sobre |a superficie libre, F,, es la fuerza
generada por esfuerzos de corte debidos al viento actuando en la superficie libre, F}, es la friccion de fondo, F}; es el
esfuerzo asociado a la turbulencia, F}; es la fuerza de Coriolis y F}, es la fuerza debida a la marea astronémica. Los
esfuerzos asociados al oleaje rompiente requieren de un tratamiento especifico -el promediado temporal de las ecuaciones-
que es analizado en forma especifica en la seccién VI. En esta expresion, las fuerzas estdn expresadas por unidad de masa,
con unidades de m/s?.

=F,, +F,+F,+F+F,+F,+.. (346)

La tensién superficial se omite de este andlisis pues es relevante para ondas cuyo periodo es menor a T = 0,1 s.
Dingemans (1997, p.513-7) incluye el efecto de la tensién superficial a través de la condicién de borde dindmica de super-
ficie, cuyo resultado es un término extra en la ecuacién de momentum. El nota asimismo que esta fuerza es importante
para longitudes de onda del orden de centimetros, que son mucho menores a las que nos interesa en los procesos costeros
(que van del orden de decenas de metros para oleaje a miles de kilémetros para mareas). Para lectores avanzados que se
interesen en las ecuaciones de Boussinesq, recomiendo el texto de Dingemans.

Antes de describir estas fuerzas, interpretemos los términos de la izquierda de la ecuacién (346). El término de iner-
cial local u; representa la tasa instantdnea de cambio de momentum en un volumen de control fijo que cubre desde el
fondo a la superficie libre. El término advectivo T, (también llamado convectivo dependiendo de la disciplina) representa
el transporte neto de momentum a través del volumen de control y i) es responsable de la generacién de arménicos, ii)

10En este capitulo, el «<modelar» una fuerza se refiere a establecer ecuaciones semi-empiricas, basadas en el andlisis dimensional. Las fuerzas
de inercia, presién y gravedad derivadas en (332) y (333) no estdn modeladas pues devienen de principios bdsicos y no existen coeficientes
empiricos de ajuste. Fuerzas como la del viento se modelan a partir del andlisis dimensional y contienen coeficientes empiricos calibrados para
ciertos rangos de validez.
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gobierna la produccidn y transporte de vorticidad v iii) puede inducir inestabilidades numéricas en la solucién de ecuacio-
nes por medio de la nolinealidad. Para comprender la generacién de armdnicos, recomiendo revisar Nwogu (1994). Los
términos advectivo e inercial se pueden incluir en la derivada material de la velocidad

du Ou _Ou

en cuyo caso la inercia estad representada en forma Lagrangiana. La gravedad es explicita en el término que contiene la
pendiente de la superficie gn, y -en ausencia de esfuerzos de superficie asociados al viento o a la presién atmosférica- suele
ser el forzante mds importante del sistema. De ahi que al flujo resultante se le denomine ondas de gravedad. Finalmente,
el término proporcional a ., representa la dispersion de frecuencias, donde el coeficiente que lo acompaiia depende de
la geometria (el valor h?/3 es para un canal de profundidad constante).

Antes de especificar cada una de estas fuerzas, un comentario respecto de las fuerzas disipativas. Las ecuaciones de
onda larga se pueden clasificar en i) ecuaciones para flujo irrotacional y ii) ecuaciones para flujo rotacional y turbulento
(Brocchini, 2013). En lo modelos de flujo irrotacional, el mecanismo fundamental de disipacién es la rotura y la friccién
de fondo es introducida de manera heuristica (en forma intuitiva pero no necesariamente rigurosa) a posteriori en las
ecuaciones de momentum, siendo inconsistente con el supuesto de flujo potencial. Para ecuaciones que incorporar la
rotacionalidad desde su génesis, por el contrario, los mecanismos de disipacién afloran de manera natural y los modelos
son mds adecuados para la zona de surf. Aun cuando estos ultimos describen las estructuras vorticales y los mecanismos
disipativos, en la actualidad (2016) no son utilizados en forma masiva debido a la complejidad en la especificacién de
las condiciones de borde y los costos computacionales asociados. Los problemas asociados al oleaje usualmente estan
relacionados con altos nimeros de Reynolds. Para el caso de ondas largas sin confinamiento lateral, el niimero de Reynolds
definido en términos de una velocidad tipica U, una escala tipica L y la viscosidad cinemdtica v,

_UL
_l/

Re (348)
es alto y por ende el flujo es turbulento. Para una velocidad del orden de U = O (100) m/s, una longitud de onda
aproximada de L = O (102) m y una viscosidad de v = 1076 m2/s para agua, se tiene un ndmero de Reynolds de
Re=0 (108). Los efectos en la capa limite de fondo y superficie estdn confinados a unos pocos milimetros y por tanto
pueden despreciarse, salvo para ensayos a escala en laboratorios!!. Por estas razones, las fuerzas disipativas en modelos
de propagacién de oleaje son usualmente asociadas a la friccién de fondo, la turbulencia y la rompiente.

25.3.1. Esfuerzos generados por gradientes de presion atmosférica

Las fluctuaciones asociadas a la presién atmosférica generan ondas de superficie que pueden amplificarse al acercarse
a la costa. Estas fluctuaciones cubren un rango amplio de escalas temporales, desde pulsaciones rapidas que se encuentran
en el rango de decenas de minutos y dan origen a los meteotsunamis (e.g. Carvajal et al., 2017; Monserrat, 2006) a
aquellas que cubren desde horas a dias y son responsables de la generacién de la marea meteorolégica (también deno-
minada como residuo meteorolégico o storm surge). Este fenémeno ocurre durante los temporales que estan asociados
a campos de baja presién atmosférica y vientos fuertes. Un ejemplo de marea meteoroldgica ocurriendo en Montemar,
Valparaiso, se ilustra en la Figura 64. En la literatura se suele separar el efecto del aumento del nivel del mar por presién
atmosférica (barometric setup), del de la sobre-elevacién por viento (wind setup) generada por el esfuerzo de corte de
éste sobre la interfaz agua-aire. La variacién del nivel del mar por presién atmosférica se produce por la variacién de la
ésta con respecto a su valor medio (Beyd y Winckler, 2013).

Los gradientes de presidon atmosférica son también responsables de la generacién de vientos, que a su vez contribu-
yen a la marea meteorolégica mediante la transmisidn de esfuerzos de corte superficial a la columna de agua. La fuerza

11Cuando la intensidad de la turbulencia es grande, el espesor de la subcapa viscosa en el fondo es menor (Tan,1992). De hecho, este
espesor, definido como
2
Y i (349)
w
es del orden de 6 = O (1) mm para un periodo del orden de T' = O (101 — 102) s. La capa limite turbulenta, por su parte, es un orden de
magnitud mayor que la subcapa viscosa pero sigue siendo muy pequefa respecto de la profundidad de propagacién de ondas como el oleaje,
las mareas o los tsunamis. Para quien se interese en los efectos de la capa limite en la atenuacién de ondas, recomiendo la siguiente secuencia
de papers: Keulegan (1948), Daily & Stephan (1952), Miles (1967), Miles (1976), Chang et al. (1979), Kirby & Vengayil (1988), Dingemans
(1997), Liu et al. (2006, 2007) y Winckler & Liu (2015).
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Figura 64: Marea meteoroldgica afectando Montemar, sede de la Facultad de Ciencias del Mar y de Recursos Naturales
de la Universidad de Valparaiso, en Chile. A la derecha se observa el emplazamiento en condiciones de buen tiempo y
marea media a baja. Gentileza de Mauricio Molina.

por unidad de masa asociada a los gradientes de presién atmosférica, como se introdujera en la ecuacién (327), tiene la
siguiente expresion

~19pa
p Oz’

Fpo = (350)
y su efecto es generar corrientes y deformar la superficie del océano. A diferencia del viento que actia en las capas
superficiales de la columna de agua, el exceso de presién atmosférica actia sobre toda la columna de agua. Para un
andlisis muy simplificado de cémo afecta la presiéon atmosférica en el nivel del mar, supongamos que la inercia y la
dispersién de frecuencia son despreciables y que la Unica fuerza presente es la presién atmosférica (con este supuesto
eliminamos la velocidad de la ecuacién de momentum y por tanto descartamos las corrientes del andlisis). La ecuacién
(346) se reduce a

In 9pa
0 351
la que integrada en el espacio se reduce a
1
n=——p,+C. (352)
Py

Esta expresién fue derivada por Jeffreys (1916, citado por Wunsch, 1997) y que se conoce como la «ley del barémetro
invertido». La constante C' es arbitraria y puede asumirse nula, pues esta expresién se diferencia para evaluar los cambios
en el nivel del mar asociados a cambios de la presién atmosférica. En concreto, diferenciando (352) se obtiene

Anp = —iApa. (353)
rg
Esta expresién indica que -descontando todos los efectos dindmicos- un aumento (disminucién) de 1 hPa en la presidn
atmosférica respecto de un valor de equilibrio, genera una reduccién (aumento) del orden de 1 cm en el nivel del mar.
Si consideramos, por ejemplo, una presién atmosférica de referencia a nivel del mar de 1013 hPa, con el paso de un
anticiclén de 1023 hPa, la variacién de nivel es del orden de -10 cm. Y para los temporales, que se caracterizan por el
paso de bajas presiones, el nivel del mar puede llegar a incrementarse en varias decenas de centimetros.

Consideremos, por ejemplo, el temporal del 8 de agosto de 2015 en el litoral central de Chile (). Este temporal se
caracterizé por una combinacién de las variables meteoceanograficas que causé la destruccién de instalaciones portuarias,
obras de proteccidn costera y edificaciones. En la Figura 65 se muestran algunas de las variables de interés registradas en
las cercanias de Valparaiso. La Figura 65a muestra la serie de tiempo del nivel del mar (en azul) en Valparaiso, que incluye
tanto la marea astronémica como el residuo meteoroldgico (en rojo), obtenidos mediante el anlisis armdnico explicado
en el Anexo 31. En la Figura 65b se ilustra el residuo meteoroldgico versus presién atmosférica en El Yali, donde se nota
que a medida que disminuye la presién atmosférica, aumenta el nivel del mar. La Figura 65b refuerza la proporcionalidad
inversa entre ambas series, donde la variacién de presién atmosférica de 1 Hpa genera aumentos en el nivel del mar de
1,5 cm, sutilmente superiores a los predichos por la ley del barémetro invertido.
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Figura 65: Variables meteoceanograficas para el temporal del 08/08/2015 en Valparaiso. a) Nivel del mar y residuo
meteoroldgico en Valparaiso. b) Residuo meteoroldgico versus presién atmosférica en El Yali. ¢) Residuo meteoroldgico
versus rapidez del viento en Concén. Correlaciones entre el residuo meteoroldgico y d) la presion atmosférica y e) la
rapidez del viento (Winckler et al., 2017).
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25.3.2. Esfuerzos generados por el viento

Para tener una visién completa de los mecanismos forzantes de la marea meteoroldgica, es pertinente describir a
continuacién los efectos del viento sobre la superficie del mar. El viento genera un esfuerzo tractriz en la superficie del
océano, que es responsable de la generacidén de oleaje, corrientes y cambios en el nivel del mar. Los cambios en el nivel
del mar (o wind setup) constituyen, junto al efecto de las variaciones de la presién atmosférica, lo que conocemos como
marea meteoroldgica. En la actualidad, la generacién de oleaje asociada a las fluctuaciones rapidas del viento se abordan
en modelos que promedian la fase (e.g. SWAN o Mike 21 SW). En escalas de tiempo mayores, los efectos del viento
sobre las corrientes y el nivel del mar se incorporan en modelos que resuelven la fase, como las ecuaciones de onda larga o
las de Boussinesq. El analisis dimensional sugiere que para un flujo turbulento, las fuerzas de arrastre son proporcionales
al cuadrado de la velocidad'?. Por otra parte, la turbulencia en la interfaz aire-agua genera una superficie rugosa que
afecta el valor de la fuerza de arrastre (Tan,1992). Una forma relativamente estandarizada de la fuerza por unidad de
masa asociada al viento tiene la siguiente expresién (e.g. Idier, 2012)

F, = "0 (354)
n+h

donde « es un coeficiente de arrastre adimensional debido al viento y U es la velocidad del viento, usualmente especificada
a 10 metros sobre el nivel de la superficie del mar. El hecho que exista un término de profundidad total en el denominador
-que viene de dividir la ecuacién de momentum primitiva por la profundidad; véase la ecuacién (332)- tiene profundas
consecuencias en cuerpos de agua someros. Siguiendo el mismo procedimiento desarrollado con la presién atmosférica,
para aislar el efecto del wind setup, suponemos que la inercia y la dispersion de frecuencia son despreciables y que la
dnica fuerza presente es la debida al viento. La ecuacién (346) se reduce en este caso a

on _ RUIUL (355)
oxr  gn+h]
que es una ecuacién diferencia ordinaria no lineal, pues tiene la incégnita 7 en el denominador del lado derecho. Esta
ecuacion es equivalente a la propuesta por Kamphuis (2010), considerando que el viento sopla alineado al eje x. Sin entrar
en formalismos matemadticos (que pueden abordarse con argumentos de escala), haremos algunas simplificaciones para
interpretar la fisica tras esta ecuacién. Para linealizar (355), asumimos que la profundidad es mucho mayor que el wind
setup, es decir n < h. También asumimos que el viento sopla en sentido x positivo, con lo que se obtiene la expresidn

on  kU?

Integrando luego de considerar que el coeficiente de arrastre, la gravedad y la densidad son constantes en el espacio da

k [T U?
— x:O:f/ —dx. 357
n—n( ) il (357)

Aqui haremos otras simplificaciones con el dnimo de rescatar la fisica fundamental del fendmeno. Asumimos primero,
que en z = 0 no hay wind setup. Consideramos, asimismo, el caso en que el viento es constante en el espacio (sobre lo
que se denomina fetch en lenguaje técnico). Finalmente, se analiza una caso sencillo que corresponde a un dominio con
profundidad constante. Con ello, la ecuacién (357) se reduce a

n="0 (358)

a partir de la cual se derivan las siguientes conclusiones, esquematizadas en la Figura 66:

= El wind setup es directamente proporcional a la distancia sobre la cual sopla el viento. Esto implica que a mayor
fetch mayor es su valor.

= El wind setup es inversamente proporcional a profundidad. Esto sugiere que en cuerpos de agua someros, como en
grandes bahias o desembocaduras de rios con gran aporte sedimentario, el wind setup puede ser relevante. Para
cuerpos de agua profundos, este efecto puede ser poco relevante.

2Este resultado (la proporcionalidad de la fuerza de arrastre con el cuadrado de la velocidad) es incorporado en el calculo de la fuerza de
arrastre sobre elementos esbeltos, mediante la ecuacién de Morison. Esta relacién cuadratica entre esfuerzos de arrastre y la velocidad puede
encontrarse en la seccién de andlisis dimensional de textos cldsicos de mecanica de fluidos.
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Figura 66: Wind setup para una geometria idealizada de fondo plano y viento constante soplando en la superficie. Este
esquema asume que la masa de agua asociada al incremento del nivel del mar proviene de cuerpo de agua colindante
donde no sopla el viento. Izquierda: el wind setup es directamente proporcional a la distancia sobre la cual sopla el viento
x.Centro: El wind setup se reduce a la mitad por una duplicacién de la profundidad a 2h. Derecha: El wind setup se
cuadruplica cuando la magnitud del viento se duplica a 2U .

= El wind setup es muy sensible a la magnitud del viento; de hecho proporcional a la magnitud del viento al cuadrado.

Usualmente, el wind setup es importante cuando alguna (o todas) de estas condiciones se dan: esto es vientos fuertes
soplando en costas bajas y grandes fetchs. Un ejemplo muy claro de esta suma de factores es el Huracan Katrina, que
afectd las costas de Luisiana en agosto de 2005 . El huracdn causd 1833 victimas y provocé los mayores daios econémicos
asociados a este tipo de fendmenos de la historia de Estados Unidos. El huracdn se caracterizé por vientos maximos de
orden de 280 km/h actuando sobre una costa de baja profundidad en el Golfo de México y con fetchs considerables. A
ello hay que sumar que las presiones atmosféricas minimas alcanzaron del orden de 900 Hpa. La suma de estos factores
redundé en una marea meteorolégica maxima en torno a 9 m, que penetré decenas de kilémetros sobre un territorio
costero de muy baja pendiente. Ejemplos recientes de la cuantificacién de la marea meteorolégica asociada a huracanes,
incluyendo asimismo el oleaje han sido realizados para Nueva York (Lin et al., 2010) y para el delta del rio Mississippi
(Dietrich et al., 2011).

En las costa Pacifica de Sudamérica, el wind setup (y la marea meteoroldgica) es considerablemente menor, pero suficiente
como para ser considerado en el disefo de obras maritimas. Volvamos al ejemplo del temporal del 8 de agosto de 2015 en
el litoral central de Chile (Winckler et al., 2017). La Figura 65¢c muestra las series simultdneas del residuo meteoroldgico
en Valparaiso y la rapidez del viento en Concdn, en tanto que en la Figura 65e se observa que la estadistica entre ambas
variables no sigue una relacién cuadratica, pero si se muestra la proporcionalidad directa entre ambas variables. Con
todo, la marea meteoroldgica asociada a este evento fue del orden de 30 cm. Lamentablemente en Chile existen pocos
casos documentados en detalle (Beya y Winckler, 2013; Winckler et al. 2015) y escasos datos oceanogréficos confiables
y de facil acceso que permitan cuantificar el efecto de la marea meteoroldgica en el desempefio de las obras maritimas.
En esta materia estamos en panales. Para efectos practicos, no obstante, podemos estimar que en las costas Chilenas, la
marea meteoroldégica contemporanea puede alcanzar magnitudes del orden de decenas de centimetros, dependiendo de la
latitud, y que en ocasiones puede ser comparable con la marea astronémica (de ahi que es importante incorporarla para
efectos de disefio). Quedan muchos retos por caracterizar este fenémeno, sobre todo considerando los eventuales efectos
del cambio climatico que actian en la escala de tiempo de la vida util de la infraestructura costera.

25.3.3. Esfuerzos generados por la friccion de fondo

En la medida que las ondas se propagan a aguas someras, los efectos de fricciéon de fondo se incrementan, disipando
energia y modificando la forma de las mismas. La friccién de fondo genera efectos nolineales que tienden a retardar el
flujo (Tan,1992). Liu et al. (2006) indica que hay dos formas de considerar la friccién en las ecuaciones de gobierno
promediadas en la vertical: i) adicionando un término extra en las ecuaciones de momentum i) incluyendo el efecto de
la capa limite a través de un término adicional en la ecuacién de conservacién de la masa (Winckler & Liu, 2015). La
friccién de fondo por unidad de masa en la ecuacién (346) se puede representar mediante la expresién

_ Cyuul

Fy=——"""—
b 77+h7

(359)

donde @ es la velocidad promediada en la vertical, p la densidad y Cp un coeficiente de friccién de fondo adimensional.
A diferencia de la expresién para el esfuerzo generado por el viento (354), en este caso la fuerza depende de la velocidad
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del flujo, que es una incognita. Este modelo de friccién es proporcional al cuadrado de la velocidad, seglin se deriva
del andlisis dimensional; su caracter nolineal es responsable de la generacién de arménicos. Para ilustrar el concepto de
generacién de armoénicos debido a la nolinealidad, recurramos a la expansién de Taylor para = < 1
1
14+

=l-z+4+2>-2°+0(z"), (360)

y usemosla a considerando que h < 7. Con ello (359) se aproxima a

Cyu [u]

F, = h

o). (361)
Ahora consideremos una componente arménica del tipo @ = U sin (kx — wt). La friccién de fondo opera sobre ésta
componente siguiendo la siguiente proporcionalidad

Fp, x %2 [1— cos (2 {kx —wt})], (362)

que se asocia a un arménico de longitud de onda k/ = 2k, es decir, generando una onda de la mitad de longitud que la
primitiva. En la medida que las ondas se propagan y opera la friccién, se generan armdnicos que a su vez interactiian
entre ellos generando una transferencia no lineal entre componentes de frecuencia. Cabe mencionar que también existen
modelos lineales de friccién, como el usado por Longuet-Higgins (1970a) para la resolucién de las ecuaciones en la zona de
rompiente. Estos modelos son mds sencillos en términos de implementacién computacional (la generacién de armdnicos
puede inestabilizar la resolucién numérica) pero omiten parte de la riqueza de la fisica subyacente. Finalmente, los modelos
de friccién basados en la velocidad promediada en la vertical no son muy adecuados para caracterizar el transporte de
sedimentos, pues no permiten caracterizar la compleja dindmica de la capa limite (boundary layer dynamics) donde se
desencadena este proceso.

25.3.4. Esfuerzos generados por la turbulencia

Los esfuerzos turbulentos (turbulent stresses) representan el intercambio de momentum debido a los siguientes
mecanismos ¢) difusién molecular, i) difusién turbulenta, ¢i:) variacién vertical de la velocidad horizontal y iv) variacién
espacial del campo de velocidad en el plano horizontal. Al actuar sobre la columna de agua, los esfuerzos turbulentos
difieren desde un punto de vista fisico con la friccién de fondo, que actiia como un esfuerzo de superficie. Los esfuerzos
turbulentos pueden ser incluidos en forma heuristica con niveles crecientes de complejidad, mediante los siguientes modelos
(Tan, 1992)

= Modelos donde la viscosidad turbulenta se asume constante,
= Modelos de 1 ecuacién, que se basan en resolver la ecuacién de transporte de la energia cinética turbulenta (k).

= Modelos de 2 ecuaciones, que se basan en resolver las ecuaciones de transporte de la energia cinética turbulenta y
de la disipacién (modelos kK — € 0 kK — w, entre otros).

La fuerza por unidad de masa generada por la turbulencia se modelan a través de la expresidn

1 0 L ou
Fis = 1+ 7] oz <[7I+ hlv 630) ; (363)

donde v representa la viscosidad turbulenta asociada a las ecuaciones promediadas en la profundidad. Luego de descartar
las fuerzas de inercia, la dispersidn y otras fuerzas externas, con esta expresion podemos expresar y aproximar la ecuacién
de momentum (346) como sigue

ou 1 9 ou o*u
_— = — h tZ - ~ ti. 364
ot [n+h]8x([n+ ]”ax) Y a2 (364)
Esta expresién tiene la misma estructura que la ecuacién de difusién de la masa (111)
oc _ porc
ot 7 0z’

por lo que los esfuerzos turbulentos tienden a difundir el momentum desde zonas donde mds a menos momentum (en
forma analoga a como actda la ley de Fick para difusién de masa).

(365)
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Dentro de estos modelos estdn los asociados a la turbulencia asociada a la rompiente (wave breaking induced tur-
bulence), donde la intensidad de la turbulencia es mucho mayor que en la zona de asomeramiento. Debido al aumento
de la nolinealidad antes y durante el rompimiento, se requiere de reemplazar los modelos tipo Boussinesq (débilmente
nolineales) por modelos nolineales que incluyen términos asociados a la rotura. Estos términos deben ser calibrados para
cuantificar en forma correcta la cantidad de energia disipada y la distribuciéon de arménicos generados en el proceso de
rotura (Kirby, 1993). En los modelos basados en la rotacionalidad del flujo, la rotura estd inherentemente incluida en las
ecuaciones de momentum, por no asi la inclusién de aire, a menos que sean bifasicos. Ademds de los modelos basados en
la viscosidad turbulenta, para modelar la rompiente se utilizan también los modelos de roller inicialmente propuestos por
Svendsen. Estos modelos asumen la existencia de un roller ubicado en el frente de la ola, cuyo efecto es incluido mediante
un término advectivo adicional en la ecuaciéon de momentum. Este término genera una pérdida de energia comparable a
la de un resalto hidraulico de altura equivalente a la altura de ola rompiente.

25.3.5. Esfuerzos generados por el efecto de Coriolis

La fuerza de Coriolis surge debido a la rotacién de la tierra y genera una desviacién del flujo en sentido antihorario
en el hemisferio sur (y en sentido horario en el hemisferio norte). Producto de esta fuerza, un flujo inicialmente rectilineo
experimenta trayectorias curvas sobre la superficie si es visto desde el punto de vista del observador en Tierra (esas
mismas trayectorias serian aproximadamente rectas vistas por un observador externo que no gira con la Tierra, como un
satélite geoestacionario). El efecto de Coriolis no efectia trabajo y por tanto se le denomina pseudo-fuerza. Esta fuerza
es relevante cuando i) los periodos de las ondas en estudio son comparables con el periodo de rotacién de la Tierra y ii)
cuando las escalas espaciales del movimiento son comparables con el didmetro de la Tierra (GIOC, 2003). La fuerza de
Coriolis por unidad de masa se expresa como sigue

F, =2Q x u, (366)

donde €2 es el vector de velocidad angular y u la velocidad de una particula en un sistema rotatorio. Para el caso de
un flujo geostréfico donde las escalas horizontales son mucho mayores que las verticales, esta expresién, en un sistema
cartesiano se simplifica a

(Fyz, Fyy) = 2wsin ¢ (v,7) ,

donde w = 7,29 x 107° rad/s es la velocidad angular de la Tierra, ¢ la latitud y (%,) las velocidades horizontales
en (z,y). Dado que la ecuacién de momentum (346) estd escrita en una dimensién no tiene sentido incluir Coriolis
pues esta fuerza actda en sentido ortogonal al flujo. Para incluirla es necesario recurrir a dos ecuaciones (en principio
ortogonales) de conservacién de momentum. Finalmente, cabe notar que la fuerza de Coriolis no tiene sentido en modelos
unidimensionales.

25.3.6. Esfuerzos generados por la marea astronémica

La marea astronémica se generan como consecuencia del equilibrio entre i) la fuerza de atraccién gravitatoria ejercida
por el sol y la luna y ii) la fuerza centrifuga resultante de la rotacién de la tierra alrededor de estos cuerpos celestes.
El campo de fuerzas resultante es responsable de la generacién de un potencial de marea periddico y no uniforme en
la superficie de la tierra. Los principales componentes de marea se derivan de constituyentes semidiurnas asociadas al
movimiento de la luna (sol) alrededor el ecuador terrestre, constituyentes diurnas asociadas a la declinacién de la luna
(sol) y constituyentes de periodo largo generadas por la declinacién de la luna mensual (solar). Las fuerzas de marea
también se ven afectadas por la variacién de la distancia entre los cuerpos celestes a lo largo de sus trayectorias, por
la geometria irregular del océano y por mecanismos de disipacién como la friccién del fondo. La marea astronémica se
incluye a través de términos adicionales en las ecuaciones de momento y las condiciones de contorno, basados en el
concepto de la marea de equilibrio. La fuerza por unidad de masa asociada al potencial de marea es

00

F, = )
' Or

(367)
donde 2 es el potencial de mareas, en unidades de [m2/s2}. El enfoque de usar un escalar (como el potencial de mareas)
en vez de fuerzas simplifica la formulacién matematica. El efecto de la marea es relevante en cuerpos de agua de grandes
dimensiones como los océanos, o en cuerpos de agua semicerrados donde se generan corrientes llenantes o vaciantes,
como fiordos o estuarios. En estos casos, el efecto de la marea astronémica puede incorporarse a través de las condiciones
de borde (Tan, 1992). Pugh y Woodworth (2014) presenta un tratado excelente sobre las mareas que recomiendo tener
de cabecera en tu biblioteca.
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25.3.7. Ecuaciones completas

Considerando los efectos considerados previamente, podemos expresar la ecuacién de conservaciéon de la masa en
términos de los flujos p =uwH y ¢ = H y para un dominio de integracién como sigue

on Op Oq _Bj
ot Tor Ty T o (368)

donde la profundidad respecto del nivel estatico varfa en el tiempo (como es el caso de un tsunami donde se mueve el
fondo). Las ecuaciones de conservacién de momentum en direcciones x e y respectivamente

By 2 (B) 0 2 () g

ot  OJx \ H H ox
PV L ttn) + ()| 9 - v+ B LG (369)
y
+% - % [;:c (HTzy) + a% (Hmy)] —Q, — fVV, + ’Z%py“ + 2—2 = 0 (370)

25.4. Condiciones iniciales y de borde

Para que el problema de la propagacién de ondas esté correctamente definido, se deben adicionar a las ecuaciones de
gobierno las condiciones iniciales y las condiciones de borde, denominadas también condiciones de contorno. Las primeras
especifican las variables dependientes en el dominio en el instante inicial t = 0 (e.g. H, Ty T en las ecuaciones 331 a 333)
en tanto que las segundas definen los valores que toman los campos en las fronteras de los dominios. Las condiciones de
borde se pueden clasificar en

= Reflejantes, que representan el efecto de una pared impermeable. En estas se impone un flujo normal nulo y una
superficie horizontal en el borde.

= Absorbentes, que eliminan la reflexién de las ondas que inciden en el borde (las ondas abandonan el dominio
computacional). La eliminacién completa de reflexiones espurias son dificiles de eliminar completamente (Liu,
2010).

= Generadoras (wavemaker boundaries), que imponen una sefial de oleaje entrante en el contorno.

= Periddicas, que imponen que las ondas que salen por un borde ingresan simultdneamente por el borde opuesto.
Estas son utilizadas por ejemplo en la teoria lineal del oleaje.

= Madviles, que son utilizadas en modelos de inundacién. condiciones deben identificar zonas secas y mojadas, haciendo
que el dominio no sea constante.

La Figura 67 ilustra la comparacién de condiciones de borde reflejantes y absorbentes para un modelo de onda larga
en dos dimensiones, obtenida de Thuerey y Hess (2012). Puesto que las condiciones de borde forman parte sustancial
de un problema de propagacién de ondas, éstas deben definirse de forma rigurosa. El tratamiento detallado de las
condiciones iniciales y de borde serd incluido en futuras ediciones. De momento, puedes encontrar explicaciones simples
para condiciones de borde reflejantes, absorbentes y generadoras en Wei y Kirby (1995).
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Figura 67: Comparacion de CDBs reflejantes (arriba) y absorbentes (abajo) para un modelo de onda larga bidimensional
(Thuerey y Hess, 2012).

25.5. Resonancia

La resonancia es un fenémeno que se produce cuando las frecuencias de excitacién de las ondas presentes en el mar
coinciden con las frecuencias de oscilacién propias de una ddrsena, bahia, mar interior o plataforma continental. Para
dimensiones tipicas de las darsenas, del orden de centenares de metros, los periodos naturales de oscilacién son del orden
de minutos en tanto que para cuerpos de aguas mayores, como la plataforma continental, pueden ser del orden de horas.
Por ejemplo, el Canal Chacao tiene periodos naturales cercanos a las 12 horas -bastante cercanos a las constituyentes
semidiurnas de la marea- que explican los rangos mareales de hasta 7 metros en la zona de Puerto Montt (Winckler
et al., 2017b). Para el caso de puertos, la respuesta de la onda resonante depende fundamentalmente del calado, de la
configuracién en planta de la darsena y de la capacidad del recinto de disipar energia tanto en sus contornos como a
través de la bocana de acceso.

La resonancia se caracteriza por presentar unos movimientos verticales acusados de la superficie libre, con corrientes
horizontales nulas en los antinodos, y grandes velocidades horizontales sin apenas desplazamiento vertical en los nodos
(Rabinovich, 2010). El origen de dichas oscilaciones puede ser meteorolégico (asociadas a la marea meteoroldgica o a
meteotsunamis) o inducido por los grupos de olas, que se liberan de las ondas cortas en las cercanias de la costa. La
aproximacién numérica de los modos propios de resonancia de darsenas se efectiia utilizando las ecuaciones de onda larga
(Liu & Losada, 2002) utilizando diferentes técnicas como los espectros de ruido blanco o funciones empiricas ortogonales.
La resonancia dificulta o impide las operaciones de carga y descarga de los barcos amarrados a los muelles e incluso puede
producir la rotura de las amarras, ocasionando graves perjuicios en la actividad portuaria.
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Parte VI
Ecuaciones de onda larga en la zona de rompientes

En esta parte se presentan las ecuaciones de onda larga en la zona de rompientes y soluciones analiticas para el setup
de oleaje (wave setup) y las corrientes longitudinales para el caso especial de una playa con veriles rectos y paralelos.
Estos conceptos pueden complementarse con la lectura del texto de Svendsen (2006).

26. Ecuaciones de gobierno

En esta seccidn se busca derivar las ecuaciones de gobierno que rigen la hidrodinamica de la rompiente. La derivacién se
presenta sin entrar en detalles matemdticos que se pueden encontrar en los papers originales (e.g. Longuet-Higgins, 1970).
Bajo ciertas simplificaciones, estas ecuaciones permiten encontrar expresiones analiticas para las corrientes longitudinales
(longshore currents) y el wave setup. En la derivacién de las ecuaciones se asume: i) densidad constante, i) flujo
incompresible, iii) presién hidrostética, iv) flujo irrotacional, v) no hay interaccién entre oleaje y corrientes, vi) no
hay variacién de la velocidad en la profundidad y vii) el oleaje es armédnico. Con estos supuestos, las ecuaciones de
Navier-Stokes pueden ser integradas en la profundidad y en el tiempo para llegar a las ecuaciones de aguas someras, con
forzamiento y disipacién. Las ecuaciones de gobierno son

on 0 . . _ o ., - o

¢ T ap [T+ )T+ oy [(7+h)v] = 0, (371)
ou _Ou _Ou _ on 1
E—l—u%—i—va—y = g£+—77+h(Fx Tw+Rz) (372)
ov _O0v _Ov _ on 1

donde W y U corresponden a las velocidades promediadas en la profundidad y en el tiempo (o periodo para un oleaje
regular), en sentido perpendicular y a lo largo de la costa (i.e. cross-shore y longshore currents)

_1t+T1"dd _1t+T1"d
u—T/t <—77+h/—hu z> t, U_T/t <—n+h/_hvdz> t (374)

donde T es el periodo. 77 es la desnivelacién media en el tiempo,

1 t+T
=g [ (375)
t

h es la profundidad del nivel estético, p es la densidad y g la aceleracién de gravedad. F = (F, F}) corresponde a las
fuerzas de cuerpo en la columna de agua producidas por el oleaje y el viento (en este caso consideraremos sélo oleaje),
T = (74, Ty) representa la friccién de fondo y R = (R, R,) representa la difusién de momentum.

Forzante de oleaje

El forzante de oleaje F = (F,, F,) se expresa en términos de los esfuerzos de radiacién, o radiation stresses, S;;,
que definen la fuerza media integrada en la vertical y promediada en un periodo, que actiia sobre las diferentes caras de

SPILLING WAVES PLunGING wavES COLLAPSING

Figura 68: Oleaje con rompimiento en en descrestamiento (spilling), voluta (plunging) o colapso (collapsing).
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Figura 69: Esquema de una playa plana con oleaje incidiendo con un dngulo 6.

un elemento diferencial orientado en forma paralela a la costa. La relacién entre el forzante de oleaje y los tensores de
radiacién es:

1 [0S 0Szy 1 [0S a8
= —= e <208 F o= - |Z=Zyx | ZVYY 376
p[8x+8y} p[3x+8y} (376)
Utilizando la teoria lineal del oleaje, el tensor de radiacién se puede escribir como
Sz Szy n (1 + cos? 9) —-1/2 n cos @sin
S = =F , (377)
Syz Syy n cos fsin 0 n (1+sin*6) —1/2
donde 6 es el dngulo entre el frente y el veril de fondo,
1
E = éng2 (378)
corresponde a la energia media de un oleaje monocromatico, donde H = 2a es la altura de oleaje, y
cg 1 2kh
= = = = 1 _—
T T ( * sinh 2kh (379)

el coeficiente que define la profundidad relativa, donde ¢4 es la celeridad de grupo y c la celeridad de la onda. Esta
derivacién se puede encontrar en diversas referencias (GIOC, 2003, pp.53-56). En clases haremos el ejercicio de derivar
las expresiones del tensor de radiacién.

27. Simplificaciones para una playa plana

Para obtener ecuaciones simplificadas, asumimos que la batimetria de la playa es plana y no depende de la coordenada
longitudinal y (9/0y = 0), como se muestra en la Figura 69. Buscaremos también simplificaciones donde las variaciones
temporales son despreciables (9/9t = 0). Con ello, las ecuaciones (371), (372) y (373) se simplifican a

0 - _

2 Gemm = o (380)
om o 1
u% = g%+n+h(Fm Tx"‘Rm)a (381)
w1

De la ecuacién de continuidad, se deduce que (77 + h) @ es una constante en x. Por otra parte, por la condicién de borde
en la linea de playa, T(,—g) = 0y puesto que (7 + h) # 0, entonces T,) = 0 para todo el dominio. Por (ltimo, asumimos
que 7, y R,dependen de @ y por tanto son nulas, e.g. 7, x @? y R, o 9*%/02z%. Con estas simplificaciones, la ecuacién
(381) en sentido perpendicular a la playa (eje x) se reduce a
_ on
0 = —g@+h) = +F,, (383)
ox
e implica que el flujo de momentum en la columna de agua por efecto del oleaje y viento (el cual usualmente se descarta)
genera una deformacién de las desnivelacién de la superficie, denominada setup de oleaje (wave setup).
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Figura 70: Diagrama del setup y set-down de oleaje (CEM, 2003).

La ecuacién (382), por su parte, se reduce a
0 = F,—7y+R,. (384)

Esta ecuacién indica que, a lo largo de la playa (eje y) el flujo de momentum en la columna de agua por efecto del oleaje
es balanceado tanto por la friccién como por la difusién de momentum. Esta expresion se utiliza para obtener la expresién
de la corriente longitudinal (longshore current). Para resolver estas ecuaciones debemos modelar los términos F, Fy 7y
y R,. Se recomienda revisar Winckler & Liu (2013) donde se sintetizan estos resultados.

27.1. Wave setup y setdown

El wave setup es un incremento del nivel medio del mar en la zona de la rompiente por efecto de una transferencia de
momentum del oleaje a la columna de agua durante la rompiente. La Figura 70 muestra un diagrama del setup y setdown
de oleaje. Derivaciones rigurosas se pueden encontrar en la bibliografia especializada (e.g. Longuet-Higgins, 1963; GIOC,
2003 ; Dean y Walton, 2009).

Para calcular el setup a partir de la ecuacién (383), consideremos un caso simple con incidencia del oleaje ortogonal
a la costa ( = 0). Es ese caso, el tensor de radiacién (377) se reduce a

Sew  Say o —1/2 0
S — —E : (385)
Syz Syy 0 n—1/2

y el forzante de oleaje en la direccién ortogonal a la playa se reduce a

1
Fo=—s dj;ﬂﬂ, con  Sew—E(2n—1/2), (386)

donde la derivada parcial se reemplaza por la derivada total pues no hay variaciones a lo largo de la playa. El balance de
momentum (383) se reduce a

g _ 1 dSw
de — pg(m+h) dv

(387)

En adelante, se utilizaradn los resultados de la teoria lineal del oleaje para derivar las expresiones del wave set-down en la
zona de asomeramiento y del wave setup en la zona de rompiente.

27.1.1. Zona de asomeramiento (Set-down)

Esta derivacién fue propuesta inicialmente por Longuet-Higgins y Stewart (1963). Fuera de la zona de la rompiente,
la desnivelacién media de la superficie libre se considera despreciable en comparacién con la profundidad, i.e. 74+ h = h,
por lo que la ecuacién (387), linealizando, se reduce a

@1 s
dx pgh dx

(388)
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Utilizando los resultados de la teoria lineal del oleaje (GIOC, 2003; pp.71-73), se obtiene la siguiente expresién para el
nivel medio en el punto de rotura

_ H?k
= * 8sinh (2kh)’ (389)

mientras que en aguas profundas, 77 = 0. Utilizando los criterios de aguas someras, e.g. sinh (2kh) & 2kh, y rompiente
en saturacién

H=~(n+h)~h, T =y (390)
para un oleaje infinitesimal donde 7 < h , da

- vH
T (391)

Esto implica que el nivel medio disminuye a medida que nos acercamos desde aguas profundas hacia la rompiente.

27.1.2. Zona de rompiente (setup)

En la zona rompiente podemos utilizar la aproximacién de aguas someras donde n = 1 a partir de (379). La
componente del tensor de radiacién se reduce a

3
Spw = — pgH?, 392
16" (392)

y su derivada, necesaria para integrar (387), es

dSz: 3 dH
= —pgH —.
dzr pg dzr

(393)

Es necesario hacer otra aproximacidn para expresar la altura de ola H en funcién de un parametro conocido, como la
profundidad total i + 7. Utilizando el criterio de rompiente en saturacién

H=~v(+h), 0<z<uxy (394)
n (387)
i 342 dh
— = - —. 395
dx 8+ 372 dx (395)

Esta es una ecuacién diferencial ordinaria de simple solucién. Integrando entre el punto de inicio de la rompiente (definido
por hy y ) y un punto genérico dentro de la zona de rompiente

7n(x)

h
dn h
/ dxd - 8+3 / cT (396)

Ol

se obtiene

e

T 8+ 372

(h—hy). (397)

Para una playa recta y paralela, la profundidad se puede expresar en funcién de la distancia como h = mx, lo que implica
que la variacion del setup a los largo de la zona de rompiente,

~ 372hb

n(z) = (M7 )x+nb 5132 (398)

es lineal, seglin se observa en la Figura 70.

27.1.3. Aplicacion

Para ejercitar estos calculos, se sugiere estudiar el ejemplo 11-4-2 del capitulo Surf Zone Hydrodynamics del Coastal
Engineering Manual (USACE, 2003).
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27.2. Corrientes longitudinales

Para obtener una expresién analitica de las corrientes longitudinales debemos resolver la ecuacién (384), que constituye
un balance entre el flujo de momentum en la columna de agua por efecto del oleaje, la friccién y la difusién de momentum.
Para ello debemos modelar los términos Fy, 7, y R, para obtener la velocidad ¥ (y), bajo el supuesto de que la playa
tiene veriles rectos y paralelos (0/0y = 0). Esta derivacién fue introducida por Longuet-Higgins (1970).

27.2.1. Flujo de momentum por efecto del oleaje

De la expresién (376), para una playa recta y paralela (0/9y = 0) obtenemos

108y
V= (399)
donde, en virtud de (377)
Sy = Encosfsind, n="% (400)
c

y la energia media de un oleaje monocromatico E viene dada por (378). En adelante asumimos
1. que la refraccién estd gobernada por la Ley de Snell, sin6/c =constante, es decir, no hay difraccién,
2. condiciones de aguas someras, i.e. ¢, = \/gh, y
3. que el angulo de incidencia 0 es pequeho, i.e. cosf ~ 1.

Con ello, la ecuacién (400) se reduce a

Sy (2) = B (2) v/gh (1) 220, (401)

Co

donde sin 6y y ¢o corresponden a los valores en aguas profundas. El valor de la altura del oleaje H (z) debe obtenerse en
forma separada para la zona de asomeramiento y la rompiente (Winckler & Liu, 2013), i.e.

HoK. K, x>
H(z)= (402)
Y (774‘ h) T <Xy

donde x;, representa la rompiente. Los coeficientes de asomeramiento y refraccion se calculan segiin las siguientes expre-

siones
K. (z) = |20 K, (z) = 4| <200 (403)
® Voh (z) " cosf (x)’

donde el subindice 0 representa as condiciones en aguas profundas. Notar que las expresiones anteriores vienen de un
balance energético entre ortogonales que asume que no existe reflexién, difraccién ni disipacién de energia. Con las
expresiones (402) y (403) y conociendo las propiedades del oleaje en aguas profundas- ¢y = ¢7'/2m y 6yp- se puede
obtener la expresién de la energia media del oleaje como funcién de la distancia a la costa E () y evaluar la componente
Szy del tensor de radiacién.

27.2.2. Fricciéon de fondo
La friccién de fondo puede modelarse mediante un modelo lineal (Feddersen, 2000) como
Ty = PCfUQU, (404)

donde ¢ es un coeficiente empirico. La magnitud de la velocidad orbital en direccién perpendicular a la playa vy puede
obtenerse de la relacién de la teoria lineal del oleaje (valida bajo el supuesto de onda larga)

g
Uy = Ay / —, (405)
h
Este modelo lineal entre 7, y T, es el mds simple y en él subyacen los supuesto de i) que la corriente longitudinal es débil
en comparacién con la velocidad orbital de las particulas y i7) que el dngulo de ataque del oleaje en la zona rompiente
es pequefio. El uso de un modelo tan simple tiene el objeto de encontrar una expresién analitica para 7 (y).

111



27.2.3. Difusion de momentum

La difusién de momentum se basa en la idea de que los vértices desplazan momentum a través de los gradientes
del momentum medio (o velocidad media). Estos vértices cubren escalas espaciales desde los centimetros hasta el ancho
tipico de la zona rompiente y escalas temporales del orden de 100 segundos. Un modelo tipico de difusién de momentum
se expresa de la forma

0 ov

donde v; corresponde a la viscosidad de eddy, que es funcién del flujo (y no del fluido como la viscosidad molecular v).
Para utilizar esta expresién se deben definir condiciones de borde en la linea de costa y costa a fuera. En la linea de costa
asumimos una condicién de no deslizamiento (no slip)

5(:n:O) =0, (407)
y costa afuera
V(z=c0) = 0, (408)

que implica que en el infinito la transferencia de momentum por difusién es despreciable.

27.2.4. Balance de momentum en sentido longitudinal

Utilizando las expresiones (399), (404) y (406) en el balance dado por (384)

g*/?sin 0 0 0 o
— (9 smbo) 9 (g2 — 7 - == 4
0 ( 8co ) - (H \/ﬁ) pCrugl + p - (I/th x> , (409)

que corresponde a la teoria inicialmente propuesta por Longuet-Higgins (1970b). La expresién (409) puede ser integrada
para obtener una expresién de la velocidad longitudinal @ (z), que tiene una forma suave, con un maximo dentro de la
zona de rompiente. El (inico pardmetro que permite ajustar la forma es la viscosidad turbulenta v;. En el paper seminal
sobre el tema (Longuet-Higgins, 1970a) no se considera la difusién de momentum vy la distribucién de velocidad resulta
en una distribucién triangular cuyo maximo se encuentra en la linea de rompiente. En la Figura 71 se ilustra la forma
de los perfiles de velocidad longitudinal, obtenida en uno de los dos paper originales de Longuet-Higgins (1970). El caso
sin friccidon corresponde a la distribucién triangular con P = 0, en la que no existe difusién mas alld de la zona de
rompientes, correspondiente a la variable normalizada X = 1. En la medida que la difusién de momentum aumenta, lo
hace el parametro P, y las velocidades exhiben una distribucién mas amplia, alcanzando la zona de asomeramiento. Cabe
mencionar que las velocidades y posiciones estan normalizadas, por lo que su uso debiera efectuarse previa consulta a los
documentos originales.

Cabe notar que en la realidad, el oleaje es irregular y por tanto la rompiente no ocurre siempre en el mismo punto.
Como consecuencia, la distribucién de velocidad es mds suave que la funcién analitica propuesta por Longuet-Higgins.
Este efecto, aunque esencialmente diferente, tiene un efecto similar que la difusion de momentum en el perfil de veloci-
dades.

28. Tensor de radiacion

Para derivar las ecuaciones de onda larga en la zona de rompiente (26), es preciso primero derivar las expresiones del
tensor de radiacién. La fuerza instantdnea total sobre una seccién vertical orientada en forma perpendicular al flujo es la
siguiente

L=/ h {(pu) u + p) dz, (410)

donde la presion considera la componente estatica y la dindmica asociada al oleaje. Nos interesa evaluar esta fuerza en
forma promediada en el tiempo. Para ello asumimos un oleaje arménico y promediamos en el periodo del oleaje

~ n n
I, :/ pu2dz—|—/ pdz, (411)
—h —h
—_———— N——
Iz1 Iz



Figura 71: Forma de los perfiles de velocidad longitudinal (Longuet-Higgins, 1970). La forma de los perfiles estd nor-
malizada por la distancia a la zona de rompiente (X = 1) corresponde a la posicién de la rompiente y por la velocidad
maxima, correspondiente a V = 1. Se observa cémo, por efecto de la difusion de momentum, la velocidad mds alld de
la rompiente no es nula. En ausencia de difusion, P = 0 y la velocidad mds alld de la rompiente (X > 1) es nula.

donde

1

= /t o (412)

La primera integral se puede separar en componentes y, asumiendo un oleaje de pequeiia amplitud, simplificar como sigue

n 0 n 0
I :/ qudZZ/ pu2d2—|—/ pu%lzz/ pudz. (413)
—h —h 0 —h

Utilizando la expresién derivada de la teoria lineal del oleaje

~ gA%k

encontramos, luego de algo de algebra
1.1 = En. (415)

La segunda integral se puede descomponer en la presién hidrostética (p;) y la dindmica asociada al oleaje (pqg)

n n n n 1
Ly = / pdz = / padz +/ psdz = / padz + pg— (i + h)*. (416)
h h h h 2

Luego, considerando las expresiones (415) y (416) en la fuerza total (411), considerando las componentes dindmica y
estatica, es

- e 1
I, =En+ / padz + P95 [+ h)°. (417)
h

La componente asociada puramente al oleaje corresponde a uno de los componentes del tensor de radiacién

n
Sy = En +/ padz. (418)
—h

Recurriendo nuevamente a la teoria lineal del oleaje para expresar la presién dinamica, se obtiene la expresion

1
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Los otros componentes del tensor son

oo 1
Swz:/} (pd+pu2)dz_§pg(h+ﬁ)27
—h

°
<
I

,
/h (puv)dz = Syz,

no 1
Sw= [ oat pr?)de = g (hr ).
—h

Para el caso mas general de un oleaje oblicuo, el tensor de radiacién se puede escribir como

Sea Sy n (1 + cos? 9) —-1/2 ncos fsin 0
S = =F . (419)
Syz Syy n cos 6 sin 0 n (1+sin*6) —1/2

Esta derivacién se puede encontrar en diversas referencias'3. El tensor de radiacién es una cantidad importante en la
descripcién de la hidrodindmica de la rompiente. Pero son las variaciones espaciales del tensor de radiacién -principalmente
debidas a cambio en la altura de ola en presencia de la rompiente- las que generan corrientes y cambios en el novel medio
del mar.

B3e.g. Documentos de referencia. Dindmicas. Mecénica de ondas, pp.53-56 (GIOC, 2003).
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Parte VII
Anexos

29. Herramientas matematicas

A continuacién se introducen algunas herramientas matematicas que seran utilizadas sistematicamente en la derivacion
de las ecuaciones de conservacion. Existen otras expresiones como el teorema de la divergencia de Gauss o el teorema de
Green, que son de importancia en la mecdnica de medios continuos, pero que son omitidos puestos que no se utilizan en
el texto.

29.1. Regla de Leibniz

La regla de Leibniz es una herramienta del calculo que permite intercambiar el orden de las derivadas y las integrales,
considerando casos donde los limites de integracién varian. En la mecdnica de fluidos, esta regla se utiliza en la derivacién
de expresiones para el flujo turbulento y en la derivacién de las ecuaciones de onda larga, utilizadas para oleaje en aguas
someras, tsunamis o mareas. Para casos donde interesa las variaciones en el tiempo y espacio de una cantidad (e.g. las
ecuaciones de conservacion), la expresién establece la siguiente igualdad para la funcién f (x,t):

b b
9 _[of b da

donde x = a(t) y = b(t) son los limites de integracién, que en este caso dependen del tiempo. La Figura 72 muestra
la representacién gréfica de la regla de Leibniz. Si los limites de integracidn son constantes en el tiempo, esta expresién

se reduce a
5 b baf
&/fdx:/iat dx, (421)

en cuyo caso la derivada y la integral se pueden intercambiar sin la necesidad de incluir términos adicionales.

29.2. Serie de Taylor

Una serie de Taylor es una aproximacién de funciones mediante una suma de potencias enteras de polinomios. Los
términos se expresan en mediante las derivadas de la funcién para un determinado punto suficientemente derivable sobre
la funcidén y un entorno sobre el cual converja la serie. La expresidn es:

Az

n!

f(x) = f(a)+ fY (a) Az + f? (a) AQ—“?Q + % (a) Ag—“"f?’ + o+ ™ (a)

“io (Az™th). (422)

f fla, t+dt)

f(xz,t)

(p+4)v
(1 +1)q

Figura 72: Representacion grdfica de la regla de Leibniz.
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n=0 n=1 n=2 n=3

—] x/

Figura 73: Ejemplos de aproximacion de la funcion exponencial y = e® en torno a cero (en azul), para series de Taylor
obtenidas a partir la suma de los primeros n términos (en rojo).

donde Az = x — a corresponde a la distancia entre el punto conocido a y el punto por evaluar z. El término O (Ax"“)
corresponde al error de la aproximacién de la serie. En forma sintética, esta expresion se escribe como

- i Az’ i
f(2) :;f()(a)T+O(Az 1. (423)

La aproximaciéon mediante series de Taylor permite calcular el valor aproximado de una funcién mediante operaciones
triviales (derivacién e integracién de los términos del polinomio). Un ejemplo de aproximacién de la funcién exponencial
y = e® entorno az = 0. En este caso, f (0) = ¢ = 1y las derivadas evaluadas en el punto cumplen con () (0) = €° = 1,
para i = 1,..., N. Las cuatro primeras aproximaciones, con niveles de exactitud crecientes son:

n=0 f(z)=14+0(Ax),

n=1 f(@)=14z+0(A2?),
n=2 f(x)=1+x+%2—|—(9(Ax3),
n=3 f(x):1+x+%2+%3+O(Ax4). (424)

La Figura 73 ilustra como en la medida que se incorporan términos, la aproximacién de Taylor se acerca a la funcién
analitica. Como veremos en adelante, en las derivaciones de las ecuaciones de conservacién -como la ecuacién de adveccidn
o la de difusién- solo basta con retener los dos primeros términos de la serie de Taylor (pues los términos de orden superior
se cancelan al hacer tender el volumen de control a cero).

En la practica, la aplicaciéon de las series de Taylor sélo es vélida para flujos relativamente suaves donde no existen
discontinuidades. Ejemplos donde las ecuaciones derivadas a partir de estas series no son estrictamente viélidas son el
oleaje durante la rotura, donde se genera una discontinuidad en el perfil de la ola, o en las ondas de choque producidas
por un jet que viaja mas rapido que la velocidad del sonido.
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30. Clasificacion de EDP’s de segundo orden

Algunas ecuaciones diferenciales parciales (EDP) de segundo orden se pueden clasificar en parabdlicas, hiperbdlicas
o elipticas!*. Cada clase responde a procesos fisicos diferentes. Esta clasificacién ofrece una gufa para la definicién de
las condiciones iniciales, las condiciones de borde y para saber si el tipo de solucién es suave o no (e.g. shock wave).
Asimismo, sugiere el uso de método numérico para su resolucién (por ejemplo, los voldmenes finitos son particularmente
adecuados para ecuaciones hiperbdlicas de conservacién).

En general, una ecuacién diferencial parcial de segundo orden, asumiendo u,, = uy., tiene la forma

0%u 9%u 9%u ou Ou
A Z . 19B Z L g2
(z,9) + 2B (z,y) + C (x,y) g2 Y ((%, 8y7x,y> 7

Ox? 0z 0y (425)

donde los coeficientes A, B, C pueden depender de = e y. Si A%2 4+ B2 4 C? > 0 en una regién de plano zy, la EDP es
de segundo orden en esa region. Esta forma es andloga a la ecuacién de las secciones cénicas

Az? +2Bry + Cy* + Dz + Ey + F =0, (426)

donde A, B, C, D, E y F son constantes. Si se reemplaza 9/az por x, y de forma anéloga las otras derivadas (de manera
formal esto se puede hacer con una transformada de Fourier), la EDP de coeficientes constantes se puede transformar
en un polinomio del mismo grado (en este caso, cuadratico). La EDP se clasifica en parabdlica, hiperbdlica o eliptica de
la misma manera como se hace la ecuacidn de las secciones cénicas, en donde la clasificacién se basa en el discriminante
B2 —4AC. Para la EDP, no obstante, el discriminante utilizado es B2 — AC, donde el factor 4 se descarta por simplicidad.
La clasificacién y algunos ejemplos se presentan a continuacion:

Ecuaciones elipticas (B> — AC < 0)

Las ecuaciones elipticas suelen surgir del equilibrio fendmenos fisicos en estado estacionario. Desde el punto de vista
matemadtico, estas ecuaciones son problemas de contorno donde la solucién esta interrelacionada en todos los puntos en el
dominio (Moin, 2010). Es decir, si una perturbacién se introduce en un punto, la solucién se ve afectada instantdneamente
en todo el dominio o, en otras palabras, la informacién se propaga a una velocidad infinita. Los problemas elipticos se
formulan en un dominio cerrado con condiciones de borde en el limite del mismo. Por ejemplo, para A =1, B=0y

C' =1 se obtienen las ecuaciones de Laplace
?u  0%u
st 75 =0 427
Ox2 + Oy? ’ (427)

y Poisson
%u  0%u

@4'@:9(1’79)’ (428)

que son aplicadas en la Teoria Lineal del Oleaje (Dean & Dalrymple, 1991 ) y en la solucién de las ecuaciones de
Navier-Stokes, respectivamente. La ecuacién de Helmholtz,

0?u  0%u 9

0x? = Oy? (429)
es también parabdlica y se utiliza en la solucién de las ecuaciones de onda larga. La ecuacién de la pendiente suave (mild
slope equation), cominmente usada en propagacién de ondas, es parabdlica en una de sus versiones. La forma completa
de las ecuaciones de Navier Stokes es también eliptica.

Ecuaciones parabélicas (B? — AC = 0)

Las ecuaciones parabdlicas suelen estar asociadas a procesos de difusién, de cardcter transiente. La variable que
experimenta difusién puede ser la temperatura, el momemtum o la concentracién de un contaminante, entre otros. La
solucién suelen suavizarse en la medida que el tiempo avanza y debe construirse usando esquemas de resolucién en el
tiempo (e.g. time-stepping method). La ecuacién de calor

Oou 0 ou

14 Adapted from http://en.wikipedia.org/wiki/Partial_differential_equation
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es un ejemplo donde u (x,t) es la temperatura, « (z) el coeficiente de difusién térmicay A =0, B=0and C = —a.
En el caso de un contaminante, la ecuacién de difusién es

ac 0 oC
o o (Dmax) =0, (431)

donde C (z,t) constituye la concentracién de un contaminante y D,, (z) es el coeficiente de difusién. La ecuacién de la
pendiente suave (mild slope equation), es parabdlica en su versién mds simple. La aproximacién de la ecuacién de Navier-
Stokes para la capa limite (i.e. boundary layer approximation of the Navier-Stokes equations) es también parabdlica.

Ecuaciones hiperbélicas (B? — AC > 0)

En estas ecuaciones, la informacién se propaga en ciertas direcciones a velocidad finita, y su solucién es una super-
posicion de ondas. Las ecuaciones retienen cualquier discontinuidad en la funcién o sus derivadas en el instante inicial.
Un ejemplo son las ecuaciones de de onda de primer y segundo orden

ou  Ou *u  ,0%u

o " or =" oz Com =Y (432)

donde c es la celeridad de la onda y u la velocidad de las particulas en mecédnica de olas o el desplazamiento de las
particulas en ondas eldsticas (ondas P y S por ejemplo). Acd A =1, B =0y C = —c?. El movimiento a velocidad
supersénica (shock waves, u olas en aguas someras en estado de rotura) se puede aproximar con este tipo de ecuaciones.
Un ejemplo tipico es la ecuacién de adveccién de una sustancia:

ap 0

L~ (pu)=0 433

Lt (pu) =0, (433)
donde p es una escalar (como la densidad) y w la velocidad del flujo. La ecuacién de conservacién de momentum se
puede también escribir en forma hiperbdlica:

) )
57 (P1) + 5 (pu” +p) =0, (434)

En la mayoria de los casos, las ecuaciones de conservacién de una sustancia (masa, impulso, etc.) se pueden escribir como
un balance entre la variacién en el tiempo de la sustancia en el volumen de control y los flujos (advectivos o difusivos)
en las fronteras. Por lo tanto, pueden escribirse en forma hiperbdlica.
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31. Analisis armoénico de marea

El anélisis arménico es un método basado en la suposicién que el movimiento de ascenso y descenso de la marea en
un lugar puede ser expresado matematicamente como la sumatoria de una serie de términos arménicos que se relacionan
con los movimientos astronémicos del sistema Tierra-Luna-Sol. El método se aplica a registros del nivel del mar obtenidos
de maredgrafos ubicados usualmente en puertos. En el caso de Chile, la red mareografica nacional cuenta a la fecha con
42 mareégrafos cuya estadistica estd disponible en la plataforma Sea Level Monitoring Station'®.

El analisis astronémico tiene el objetivo de predecir a futuro o reconstruir el comportamiento histérico de la marea
astrondmica a partir del registro del nivel del mar, y de paso aislar el residuo de la sefial. El residuo se asocia a la marea
meteoroldgica, a variaciones transientes, variaciones ciclicas regulares no asociadas a la marea astronémica, a variaciones
ciclicas irregulares (e.g. ENOS) y al ruido que se asocia a errores instrumentales o fenédmenos fisicos que no tienen
explicacion. En la practica, el andlisis armdnico se puede efectuar mediante algoritmos de libre disposicion como T-tide
(Pawlowicz, 2002) o desarrollando un algoritmo mediante el esquema presentado en este documento. En esta seccién se
explica el fundamento tedrico de dicho anilisis, cubriendo, en orden de complejidad:

= Un caso donde la marea se representa por una constituyente.
= Un caso donde la marea se representa por M constituyentes

= Un caso que corresponde a la aplicacién del anélisis sobre un registro del nivel del mar.

Asimismo, para simplificar la notacién, comenzaremos asumiendo un registro continuo y luego incorporaremos un registro
discreto, siguiendo el algoritmo propuesto por Foreman (1977), que es explicado paso a paso para facilitar la comprensién
del dlgebra. Los datos de entrada para este andlisis son el registro del nivel del mar y las frecuencias de los movimientos
astronémicos.

31.1. Andlisis para una constituyente de marea

Supongamos que se cuenta con un registro continuo que representa el nivel del mar, denominado z (t), y que queremos
aproximar el registro mediante una sinusoide cuya expresion es:

Z(t) = Cp + Acos (wt — @), (435)
donde la frecuencia w se asocia a uno de los movimientos astronémicos, denominados también constituyentes armdnicos,
que generan la marea (y por tanto es conocida), Cj es el nivel medio del mar, A es la amplitud y ¢ el desfase. Algunos de
los constituyentes mdas importantes se muestran en la Figura 74 . La idea del andlisis arménico es minimizar la diferencia

. e g , N 2
entre el registro y su aproximacién. Si definimos el error en cada instante como ¢ (t) = {z (¢t) — 2 (¢)}", entonces el error

total para todo el registro es
t1

E= [{z (t)— 2 (t)}ﬂ dt, (436)

to
donde ty y t1 representan el tiempo de inicio y fin del registro, respectivamente, y la potencia cuadratica se utiliza para
evitar la cancelacién de diferencias de distinto signo a lo largo del registro. Combinando (435) y (436)

E= /t ! [{z () — Co — Acos (wt — ¢)}2] dt, (437)
0
donde los parametros utilizados para minimizar el error E son Cy, Ay ¢;. Para facilitar el dlgebra, se recurre a la identidad
trigonométrica
A cos (wt — ¢) = Acos (wt) cos (¢) + Asin (wt) sin (¢) = C cos (wt) + S sin (wt) , (438)
con
C = Acos(¢); S = Asin (¢). (439)

De esta forma, las nuevas incégnitas C' y S no son parte del argumento de las funciones trigonométricas. Combinando
(437) y (438):

E= / ) — Co — Ceos (w;t) — Ssin (wt)} dt, (440)

ini

Shttp: //www.ioc-sealevelmonitoring.org/
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Figura 74: Suma de armdnicos para una serie mensual, donde se muestra el efecto acumulativo de incluir mds constitu-
yentes en la suma. Modlificado de Pugh & Woodworth (2014).
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donde los pardmetros que se utilizan para minimizar el error total son Cy, C'y S. En términos matematicos, la minimizacién
implica el cumplimiento simultdneo de las siguientes expresiones

dE_O_ dE_O_ dE
ac, ac 7’ as

sistema que consiste en 3 ecuaciones para 3 incégnitas, es decir, el sistema tiene solucién. Recurriendo a (440) implica

0; (441)

% _ /t 2{z (t) — Co — C cos (wt) — Ssin (wt)} {~1}]dt = 0,
% _ /tol [2{z(t) — Cy — Ccos (wt) — Ssin (wt)} {— cos (wt)}] dt = 0, (442)
% _ /tol [2{z(t) — Cy — C cos (wt) — Ssin (wt)} {—sin (wt)}] dt = 0.

Para facilitar la solucién del problema, recurrimos a las matrices. Con simple dlgebra, estas expresiones pueden escribirse
como

t1 t1 t1 t1
Co / dt + C’/ cos (wt) dt + S/ sin (wt) dt = / z (t) dt,
to to

¢ ¢
Co / cos (wt) dt + C cos? (wt) dt + S sin (wt) cos (wt) dt = / z (t) cos (wt) dt, (443)
to t() t() tO

t1 t1 ty t1
Co / sin (wt) dt + C/ sin (wt) cos (wt) dt + S/ sin? (wt) dt = / z (t) sin (wt) dt,
to to

to to

lo que en forma matricial se escribe como

ﬁ; dt f:ol cos (wt) dt ftzl sin (wt) dt Co fttﬂl 2 (t)dt
ttl cos (wt) dt t ﬁol cos? (wt) dt f:ol sitn (wt) cos (wt) dt C t; 2z (t) cos (wt) dt (444)
Jy, sin(wt)dt [, "sin (wt) cos (wt) dt o sin? (wt) dt S iy 2 () sin (wt) dt

donde la matriz cuadrada, denominada M en adelante, contiene informacién de la frecuencia de la sinusoide, el vector
{x} = {Cy, C, S}" corresponde a las incégnitas y el vector del lado derecho de la ecuacién, denominado {b} en adelante,
contiene informacién del registro. Notar que esta estructura se repetird cuando incluyamos mas constituyentes arménicas
en el analisis. Esta ecuacién se puede escribir simbdlicamente como sigue

M {z} = {b}. (445)
Para despejar el vector de incégnitas en (445), se debe multiplicar por el lado izquierdo con la inversa de la matriz
(M™'M) {z} = M {b}, (446)
lo que, debido a la identidad I = M~'M, finalmente da el resultado
{z} =M""{bv}. (447)

Este resultado indica que para obtener una solucién, debemos invertir la matriz M, la que no debe ser (exactamente o
aproximadamente) singular, pues en dicho caso la inversién no es posible. Para el caso discreto veremos que, debido al alto
costo computacional que demanda la inversién de matrices, en dlgebra lineal se utiliza la factorizaciéon como alternativa.
Una vez encontrado el vector de incégnitas, recurrimos a (439) para encontrar la amplitud y el desfase de la sinusoide

A=+C%4 5% ¢ = arctan <S> , (448)

C

con lo que la expresién (435) queda completamente definida.
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31.2. Andlisis para M constituyentes de marea

Consideremos ahora que el registro puede ser expresado matemdticamente como la sumatoria de una serie de M
términos arménicos

M
2(t)=Co+ Y Ajcos (wit — ¢;), (449)
j=1
donde las frecuencias w; son conocidas, en tanto que el nivel del mar Cy, las amplitudes A; y los desfases ¢; son
incégnitas. En este caso, el error total (436), recurriendo a (438), es
2

E= / —Cy — ZC cos (wjt) ZS sin (w;t) p dt, (450)
j=1

donde se han eliminado los limites de la integral para que las ecuaciones sean mds simples de leer. En este caso los
pardmetros a minimizar son el nivel medio del mar Cy, y los coeficientes C; y S;. En términos matemdticos, la minimizacién
implica el cumplimiento simultdneo de las siguientes expresiones

oF 0 oF 0 oF

0Cy aC; 08,
sistema que consiste en 1 4+ 2M ecuaciones para 1 + 2M incdgnitas, es decir, el sistema tiene solucién. Para evitar
confusiones en la comprensién del algebra, reescribiremos el error en forma extensiva

=0, (451)

E= / {z(t) — Cy — C; cos (w1t) ... — Cps cos (wpst) — S sin (wrt) ... — Sy sin (wMt)}2 dt. (452)

Luego (451) se escribe como
0= / [2{z(t) — Cy — C; cos (wit) ... — Cpp cos (wpst) — Sy sin (wit) ... — Sassin (wart)} {—1}] dt, (453)
0= / [2{z (t) — Cy — C1 cos (wit) ... — Car cos (wart) — Sy sin (wit) ... — Sarsin (wat)} {— cos (w;t)} dt,  (454)

0= / [2{z (t) — Co — C1 cos (wit) ... — Car cos (wart) — Sy sin (wit) ... — Sarsin (wart) } {—sin (w;t)} dt.  (455)
Con algo de élgebra
C’O/dt +C /cos (wit)dt... + Cuy /cos (wart) dt

+Sl/sin (w1t) dt...+SM/si11 (wprt) dt = /z(t) dt, (456)

CO/COS (wjt) dt+6’1/cos (wrt) cos (wjt) dt...+C'M/cos (wart) cos (w;t) dt

+5; /sin (wit) cos (w;t) dt... + Sy / sin (wart) cos (w;t) dt = /z (t) cos (wjt) dt, (457)

Co / sin (w;t) dt + C4 /cos (wrt) sin (w,t) dt... + Cpy / cos (wast) sin (wjt) dt
+51 /sin (wit) sin (wj;t) dt...Sp + /sin (wart) sin (w;t) dt = /z (t) sin (w;t) dt. (458)
Sea
cp = /cos (wit) dt, Sp = /sin (wit) dt,

CClj /cos (wit) cos (wjt) dt, 88k = /sin (wit) sin (w;t) dt, (459)

SCr; /sm (wit) cos (wjt) dt, CSpj = /cos (wit) sin (w;t) dt.
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El sistema se escribe

en forma

matricial como

[ fdt C1 CM S1 SN Co fZ (t) dt
¢l cenn cep1 Sci seap C; J #(t) cos (wit) dt
CM CC1 M CCM M SC1 M SCM M C]w f V4 (t) COS (wMt) dt (460)
S1 CS11 CSM1 SC11 SSMm1 Sl f z (t) sin (wlt) dt

| sN  csim CSMIM SSIM sspM | Sar J 7 (t)sin (wit) dt

Al igual que para el caso de una sinusoidal, la matriz cuadrada contiene informacién de las frecuencias de las constituyentes
armdnicas, el vector que la multiplica corresponde al de las incégnitas y el vector del lado derecho de la ecuacién contiene
informacién del registro. Esta ecuacién se puede escribir simbdlicamente como M {z} = {b} y su solucién viene dada
por {z} =M1 {b}.

31.3.

Sea i = 1,..., N la cantidad de datos temporales de una serie de tiempo de nivel del mar z (¢;) = z; proveniente de
un registro, donde t; = i/At es el tiempo y /At el intervalo de tiempo constante de la serie. Para este caso, el andlisis
armoénico se reduce a:

Analisis discreto

_ . N
f dt C1 s CM S1 cee SN Co N Zi:1 Zi
c1 cci ceyrl Sci scar1 C > ieq zicos (wit;)
CM 1M cCpm  SCiMm SCyMM Cum = Zfil z; cos (warts) ¢ (461)
S1 CS11 cSp1 o Scil SSM1 S1 Zf\;l z; sin (w1t;)
L sv csim o csum ssiv o ssuwm ] | Su SN zsin (wity)
donde ,
N N
crp = Z cos (wit;), S = z sin (wgt;) ,
i=1 i=1
N N
cej = Z cos (wgt;) cos (wjt;) , SSkj = Z sin (wgt) sin (w;t;) , (462)
i=1 i=1
N N
SCkj = Z sin (wyt;) cos (wjti) , CSkj = Z cos (wgt) sin (wjt;) .

i=1 i=1

Al igual que para el caso continuo, esta ecuacién se puede escribir simbdlicamente como M {z} = {b} y su solucién viene
dada por {z} = M~!{b}. La matriz M sélo depende de las constituyentes escogidas para hacer el andlisis arménico
y se construye a partir de sumatorias de arménicos. El vector {b}, en contraste, contiene informacién de la sefial y de
las constituyentes armédnicas. En la practica, la inversidon de matrices es una operacién cuyo costo computacional crece
exponencialmente con el nimero de elementos que la constituyen. En algebra lineal existen técnicas de factorizacién
que eluden la inversién de matrices y que son comiinmente incorporadas en programas especializados. Por ejemplo, para
resolver la expresiéon M {z} = {b}, Matlab, utiliza la expresién {x} = M \ {b} que se basa en diferentes tipos de
factorizacidn segln sea la estructura de la matriz.
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